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ПРЕДИСЛОВИЕ 

 

Первое издание книги «Механика висячих систем» было подготовлено в 

2008–2009 годах и опубликовано в 2010 году. Со времени подготовки и вы-

хода этого издания в свет в связи с осуществлением строительства ряда зда-

ний и сооружений с применением висячих систем теория висячих систем в 

целом, а также вопросы расчета, конструирования и проектирования их кон-

структивных элементов в частности становятся все более и более важными 

для инженеров-строителей и получили дальнейшее развитие. Поэтому глав-

ной целью настоящего переработанного и дополненного издания является 

максимально компактное изложение наиболее важных новых результатов. 

При подготовке второго издания книги «Механика висячих систем» ав-

торы, сохранив первоначально принятую общую структуру и направленность 

изложения материала, преследовали три основные цели. Первая цель заклю-

чалась в сборе и систематизации разобщенного и рассредоточенного по от-

дельным публикациям многочисленного материала по теории расчета вися-

чих систем и их конструктивных элементов (в первую очередь – гибких ни-

тей) и изложении его с учетом принятых авторами единых методологических 

позиций нелинейной механики и вариационного исчисления. Второй целью 

являлось дополнение книги новыми разделами, содержащими новые резуль-

таты, которые были получены авторами в части развития уточненной теории 

расчета нитей конечной жесткости и висячих систем на их основе на произ-

вольные вертикальные и горизонтальные нагрузки, а также численного ис-

следования напряженно-деформированного состояния висячих систем ряда 

реальных гражданских зданий и инженерных сооружений. Третья цель состо-

яла в переработке некоторых разделов книги в соответствии с появившимся 

новым материалом, взаимосвязанном изложении содержания, а также ис-

правлении вкравшихся в первое издание погрешностей и опечаток. 



4 Предисловие 
 

Во второе издание книги «Механика висячих систем» включено три но-

вых больших раздела – третья и седьмая главы, а также приложение, содер-

жащие различные аспекты теории расчета висячих систем и связанные с ней 

вопросы. В третьей главе изложены многочисленные решения теории проч-

ностного расчета гибких нерастяжимых и упругих нитей, охватывающие как 

общую постановку задачи, так и ее практические приложения в части учета 

изменения температуры, смещения и неравномерной осадки опор. Описаны 

интересные частные случаи расчета гибких нитей, а именно нитей с нулевой 

стрелой провисания (так называемых струн) и многопролетных нитей на 

упругоподатливых опорах. Приведено решение вытекающей из расчета гиб-

ких нитей задачи о спрямлении дуги и указан иной, отличный от используе-

мого авторами вариационного подхода, путь получения разрешающих зави-

симостей. Седьмая глава содержит вопросы расчета нитей конечной жестко-

сти за пределом упругости с использованием гипотезы жестко-пластического 

тела применительно к идеализации свойств материала. Наряду с разрешаю-

щими уравнениями задачи дано построение предельных кривых поперечных 

сечений, определение предельных состояний нити и получение предельных 

величин действующих нагрузок. В приложении для возможного облегчения 

понимания представленного в книге материала авторы сочли уместным по-

местить основные понятия о вариационных принципах и вариационных ме-

тодах, на применении которых базируется получение основных разрешаю-

щих соотношений теории расчета гибких нитей и нитей конечной жесткости. 

Одновременно четвертая глава, в которой изложена уточненная теория расче-

та нитей конечной жесткости с использованием принципа возможных пере-

мещений, дополнена сведениями в части области применения конструктив-

ных и существования теоретических решений нитей конечной жесткости, а 

одиннадцатая глава, содержащая результаты расчетов большепролетных ви-

сячих систем, дополнена новыми разделами, в которых дано описание и 

представлен анализ результатов исследования ряда реальных гражданских 

зданий и инженерных сооружений. Большой объем нового фактического ма-

териала, который вошел во второе издание книги «Механика висячих си-

стем», потребовал значительной переработки введения к изданию. 

В заключение хочется отметить, что настоящее второе издание книги 

«Механика висячих систем» подготовлено по рекомендации выдающегося 

ученого и замечательного человека Бориса Евгеньевича Патона, который сам 

никогда не останавливается на достигнутом и другим всегда советует следо-

вать этим путем. Авторы выражают Борису Евгеньевичу свою искреннюю 

признательность. 

 

 

 

А.В. Шимановский 



ВВЕДЕНИЕ 

 

Большепролетные пространственные висячие системы различного 

назначения и типа находят все более широкое применение в строительстве и 

различных отраслях современной техники. Это обусловлено не только их 

техническими особенностями, но также и значительной экономической эф-

фективностью по сравнению с обычными конструкциями. Большепролетные 

висячие конструкции, запроектированные с учетом их пространственной ра-

боты, являются более легкими, прочными и надежными, чем плоскостные 

системы. Такими свойствами в полной мере обладают висячие и мембранные 

системы, все шире использующиеся в гражданских и промышленных зданиях 

и инженерных сооружениях, а также при их реконструкции. Кроме того, 

применение указанных конструкций позволяет перекрывать большие площа-

ди без промежуточных опор, создавать легкие и выразительные архитектур-

ные формы, рационально использовать прочностные свойства материала (за 

счет его работы преимущественно на растяжение), они малочувствительны к 

различного рода перегрузкам, сейсмическим воздействиям, осадкам и нерав-

номерному смещению опор. Поэтому большепролетные пространственные 

висячие системы часто бывают незаменимыми при строительстве не только 

названных, но и многих других уникальных сооружений. 

Необходимо, однако, отметить, что большепролетные пространствен-

ные висячие системы наряду с преимуществами имеют и некоторые недо-

статки. Поэтому они постоянно развиваются – совершенствуются конструк-

тивные формы, уточняются методы расчета, применяются эффективные ма-

териалы для несущих элементов, создаются новые типы соединений, внедря-

ются прогрессивные способы изготовления и монтажа. 

Иллюстрацией к сказанному может служить разработка методов стаби-

лизации формы висячих систем, поскольку известно, что они имеют повы-

шенную деформативность при воздействии сосредоточенных и особенно 

несимметричных нагрузок. Методы уменьшения деформативности висячих 
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систем во многом зависят от их функционального назначения. Например, ес-

ли стабилизация покрытий зданий и сооружений достигается в основном 

предварительным напряжением, то повышение жесткости пролетного строе-

ния мостов, путе- и трубопроводных переходов – за счет конструктивных ме-

роприятий. В последнее время для этих целей все больше применяют висячие 

системы повышенной жесткости, расчетной моделью несущих элементов ко-

торых являются нити конечной жесткости. 

Можно также отметить целый ряд факторов, связанных с расчетом 

большепролетных пространственных висячих систем. Это и сильная нели-

нейность рассматриваемых конструкций, и наличие зон одноосного напря-

женного состояния, и адекватная формулировка интегрального закона состо-

яния материала на основе различных реологических моделей, и многое дру-

гое. Между тем совершенно очевидно, что без правильного представления о 

работе большепролетных пространственных висячих систем под нагрузкой 

невозможно не только создать новые рациональные формы, но даже обеспе-

чить достаточную прочность и надежность применяемых систем. Поэтому 

развитию теории расчета большепролетных пространственных висячих си-

стем необходимо уделять особое внимание. 

Научно-техническая проблема, решаемая в данной работе, связана с 

разработкой теории расчета большепролетных пространственных комбини-

рованных висячих систем, а также комплексным исследованием процессов их 

формообразования, конструирования и деформирования с учетом значитель-

ной геометрической, физической и конструктивной нелинейностей. При этом 

геометрическая нелинейность характеризуется большими перемещениями, 

физическая – неупругими деформациями, а конструктивная – изменением па-

раметров расчетной модели в процессе работы конструкции. Кроме того, зна-

чительное внимание в работе уделяется вопросам разработки и совершен-

ствования новых конструктивных решений большепролетных простран-

ственных комбинированных висячих систем при компоновке их схем, рацио-

нализации соотношений геометрических размеров, уменьшения параметров 

состояния и обеспечения, по возможности, равнопрочной работы несущих 

элементов и т.п. 

В качестве объектов исследования рассматриваются различные больше-

пролетные пространственные комбинированные конструкции, а именно: ви-

сячие (вантовые, повышенной жесткости на основе нитей конечной жестко-

сти, мембранные) и оболочечные системы. С использованием нелинейной 

теории упругости и пластичности разработана теория расчета прочности и 

устойчивости указанных сильнонелинейных систем на произвольные нагруз-

ки и воздействия в пределах и за пределами упругости, сформулирована кон-

цепция ее конечноэлементного представления и получены основные соотно-

шения метода конечных элементов. 

Настоящее издание состоит из одиннадцати глав и приложения. В пер-

вых двух главах приведен обзор теоретических и экспериментальных иссле-

дований несущих элементов висячих систем, а также описаны основные кон-
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структивные решения, вопросы проектирования, изготовления и монтажа 

большепролетных пространственных комбинированных висячих систем. В 

третьей главе представлена теория прочностного расчета гибких нитей. Гла-

вы с четвертой по восьмую посвящены описанию теории расчета нитей ко-

нечной жесткости и висячих систем на их основе на прочность и устойчи-

вость. Причем в четвертой и пятой главах рассмотрена работа висячих систем 

в пределах упругой работы материала, а в шестой, седьмой и восьмой – за 

пределами упругости. Девятая глава посвящена вопросам численной реали-

зации предлагаемых теоретических положений и метода конечных элементов 

для расчета большепролетных пространственных комбинированных висячих 

систем, особое внимание обращено на алгоритмы решения больших систем 

нелинейных разрешающих уравнений. В последних двух главах изложены 

результаты численного исследования нитей конечной жесткости и больше-

пролетных пространственных комбинированных висячих систем ряда реаль-

ных гражданских и промышленных зданий и инженерных сооружений на 

прочность и устойчивость в пределах и за пределами упругости и предложе-

ния по совершенствованию и разработке их новых конструктивных решений. 

В приложении в весьма краткой форме представлены основные сведения о 

вариационных принципах построения разрешающих уравнений и способах 

решения вариационных задач, которые были широко использованы при пост-

роении данной книги. 

В первой главе дается обзор некоторых конструктивных решений боль-

шепролетных пространственных висячих систем и приводится классифика-

ция методов стабилизации их формы под нагрузкой. Особое внимание обра-

щено на висячие системы повышенной жесткости, несущие элементы кото-

рых выполнены из нитей конечной жесткости. Приведен обзор теоретических 

и экспериментальных исследований таких нитей и систем на их основе. От-

мечено, что методы расчета в упругой стадии не позволяют выявить истин-

ные запасы прочности конструкции, поскольку в большинстве случаев пла-

стические деформации приводят к перераспределению и выравниванию 

напряжений, а следовательно, и к повышению несущей способности соору-

жения. При этом указано, что учет пластических деформаций может дать 

особенно большой эффект при расчете таких в значительной степени нели-

нейно работающих систем, как висячие. 

С учетом анализа тенденций совершенствования прочностных характе-

ристик конструкционных материалов сделан вывод, что их повышение обу-

словило широкое применение в строительстве экономичных и изящных тон-

костенных и висячих систем. Отмечено, что для таких систем роль расчетов 

на устойчивость существенно возросла, так как их разрушение чаще всего 

связано с потерей или общей устойчивости, или устойчивости составляющих 

конструкцию отдельных элементов. Относительно развитых в вертикальной 

плоскости висячих систем указано, что такой расчет часто дает значение наг-

рузки, при которой происходит потеря эксплуатационных свойств висячей 
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системы и даже ее разрушение, существенно меньшее, чем полученное по 

обычному расчету на прочность. 

На основании анализа результатов выполненного обзора теоретических 

и экспериментальных исследований и развития теории конструктивных форм 

висячих систем сформулированы цель и направления исследований. 

Во второй главе сосредоточены общие сведения о гражданских и про-

мышленных зданиях и инженерных сооружениях с применением большепро-

летных пространственных комбинированных висячих систем. Рассмотрены 

покрытия в виде вантовых и комбинированных систем и оболочек, а также 

мембранные конструкции. Приведены конструктивные и расчетные схемы, 

оценена пространственность работы сооружений. Рассмотрены вопросы 

проектирования, расчета, изготовления и монтажа. Описаны требования, 

предъявляемые к таким сооружениям, рекомендуемые конструктивные мате-

риалы, нагрузки и воздействия. Указаны некоторые перспективные тенден-

ции развития конструктивных форм. Особое внимание обращено на кон-

структивные решения мостов, путе- и трубопроводных переходов через есте-

ственные и искусственные препятствия: выполнена классификация схем мо-

стов и переходов, а также приведена характеристика их несущих конструк-

ций. Рассмотрены требования, предъявляемые к таким сооружениям, типы 

конструктивных решений и узлов пролетных строений. Значительное внима-

ние уделено висячим и вантовым мостам, особенностям реализации их ос-

новных конструктивных элементов – балок жесткости, пилонов, узлов креп-

ления вант, подвесок и кабелей. 

Третья глава содержит основные сведения о классификации нитей и 

теории прочностного расчета гибких нерастяжимых и упругих нитей на про-

извольные (в т.ч. специального вида) вертикальные нагрузки, в основу кото-

рой положен принцип возможных перемещений. Сформулированы основные 

зависимости расчета гибких нитей, а также дано общее решение задачи для 

гибких нерастяжимых и упругих нитей, обладающее высокой степенью точ-

ности. Рассмотрены практически важные случаи расчета гибких нитей, в т.ч. 

нитей с нулевой стрелой провисания (так называемых струн) с учетом и без 

учета предварительного напряжения, а также многопролетных гибких нитей 

на упруго-податливых опорах. Представлены решения, отображающие влия-

ние изменения температуры окружающей среды, смещения и неравномерной 

осадки опор на работу гибких нитей. 

Наряду с теорией расчета гибких нитей, базирующейся на применении 

принципа возможных перемещений, изложен иной метод расчета гибкой не-

растяжимой нити, основанный на использовании формулы длины дуги, поз-

воливший получить разрешающие зависимости, простые и удобные для 

практического применения. Рассмотрена задача о спрямлении дуги, решение 

которой найдено по аналогии с решением для гибкой нерастяжимой нити, 

построенным на основе принципа возможных перемещений. Получены соот-

ношения для определения длины не только гладких кривых, но также кри-

вых, имеющих переломы, выраженные через известные геометрические па-
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раметры нити – длину пролета и стрелу провисания, которые имеют доста-

точную простоту и высокую степень точности и применяются в последую-

щих главах при рассмотрении конкретных классов задач. 

В четвертой главе описана уточненная теория расчета нитей конечной 

жесткости и висячих систем на их основе на произвольные (в т.ч. специаль-

ного вида) вертикальные и горизонтальные нагрузки, построенная с исполь-

зованием принципа возможных перемещений. Сформулированы разрешаю-

щие уравнения нелинейной задачи, а также получено ее общее решение, об-

ладающее высокой степенью точности. Рассмотрены практически важные 

случаи расчета висячих систем, в т.ч. учет влияния изменения температуры 

окружающей среды, смещения и неравномерной осадки опор, расчета много-

пролетной нити конечной жесткости на упруго-податливых опорах и двухпо-

ясных висячих систем, пояса которых выполнены из нитей конечной жестко-

сти. Показано, что частными случаями полученного общего решения задачи 

являются известные решения для гибкой однопролетной нити, а также для 

гибкой многопролетной нити на упруго-податливых опорах. 

Исследована точность как исходных предпосылок теории, так и полу-

ченных решений. Показано, что представленная уточненная теория расчета 

позволяет более точно определять параметры напряженно-деформированного 

состояния нитей конечной жесткости и висячих систем на их основе по срав-

нению с существующими методами расчета. 

Наряду с уточненной теорией расчета нитей конечной жесткости и ви-

сячих систем на их основе изложены приближенные методы расчета, осно-

ванные на применении метода рядов Фурье, позволившие не только суще-

ственно упростить расчетные зависимости, но и свести методику расчета к 

решениям, простым и удобным для практического применения. 

Пятая глава посвящена описанию общего метода расчета устойчивости 

плоской формы изгиба нитей конечной жесткости и висячих систем на их 

основе на симметричные и несимметричные нагружения (в т.ч. специального 

вида) с использованием принципа возможных перемещений и энергетическо-

го критерия устойчивости в форме Лагранжа-Дирихле. Представлены общие 

разрешающие уравнения задачи, а также зависимости для определения 

критического распора и критической дополнительной нагрузки при различ-

ных сочетаниях нагрузок, произвольных условиях закрепления на опорах, 

эксцентриситете приложения нагрузки и пр. Полученные решения распро-

странены на случай нитей конечной жесткости, раскрепленных связями в го-

ризонтальной плоскости. 

Определены пределы применения предложенных решений. При этом 

особо подчеркнуто, что полученные расчетные зависимости дают общее ре-

шение рассматриваемой задачи, частные случаи которого описывают потерю 

устойчивости плоской формы изгиба, с одной стороны, гибких нитей, а с 

другой – балок. 
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В шестой главе рассматриваются вопросы расчета висячих систем с 

учетом пластических свойств материала. Представлено два варианта идеали-

зации работы реального материала: упруго-пластический материал и упруго-

пластический материал с линейным упрочнением. Установлены зависимости 

между распором, изгибающим моментом и кривизной во всех фазах работы 

поперечного сечения нити конечной жесткости. 

Представленная в четвертой главе уточненная теория и метод расчета 

распространены на случай работы нитей конечной жесткости за пределом 

упругости. Описаны разрешающие уравнения геометрически и физически 

нелинейной задачи при активном нагружении и разгрузке. Приведены урав-

нения, определяющие параметры напряженно-деформированного состояния 

нити во всех фазах деформирования, координаты границы между упругим и 

пластическими участками по ее длине, а также условия смены фаз работы 

нити, которые обобщены на все виды нагружений и воздействий. Учтено 

влияние на напряженно-деформированное состояние нити образующихся в 

процессе нагружения в ее пролете пластических шарниров. Показано, что 

вытекающие из разработанной теории частные случаи представляют собой 

известные решения для гибкой нити. 

Седьмая глава развивает изложенный в предыдущей шестой главе рас-

чет висячих систем с учетом пластических свойств материала путем рассмот-

рения работы нитей конечной жесткости с использованием гипотезы жестко-

пластического материала. Представлены соотношения между распором и из-

гибающим моментом, при совместном действии которых в поперечном сече-

нии наступает предельное состояние, а также приведены предельные кривые 

предельного состояния характерных видов поперечных сечений. 

Указаны условия смены фаз работы нити конечной жесткости, зависи-

мости для определения координат границы между жесткими и пластическими 

участками по ее длине, а также соответствующие каждой фазе разрешающие 

уравнения задачи. Изложена методика и определены предельные величины 

действующих на нить нагрузок для некоторых видов нагружений и воздей-

ствий. Показано, что частными случаями полученных решений являются из-

вестные решения для балок и гибких нитей. 

Восьмая глава посвящена общему методу расчета устойчивости плоской 

формы изгиба нитей конечной жесткости и висячих систем на их основе за 

пределом упругости на симметричные и несимметричные нагружения (в т.ч. 

специального вида), который, как и метод расчета устойчивости упругих ни-

тей, основан на принципе возможных перемещений с использованием энер-

гетического критерия устойчивости в форме Лагранжа-Дирихле. Рассмотре-

ны вопросы устойчивости плоской формы изгиба висячих систем за пределом 

упругости и отмечены особенности их поведения при значениях внешних 

нагрузок, близких или равных критическим. С привлечением теории пласти-

ческого течения уточнено выражение потенциальной энергии деформации 

применительно к случаю потери устойчивости упруго-пластических нитей 

конечной жесткости. Описано поведение поперечного сечения нити конечной 
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жесткости с зонами односторонней и двусторонней пластичности при ее вы-

пучивании в горизонтальной плоскости. Выполнен анализ взаимовлияния зон 

нагружения и разгрузки в поперечном сечении при потере нитью устойчиво-

сти плоской формы изгиба. Определены соотношения, характеризующие по-

ложение границы раздела между этими зонами для возможных случаев рабо-

ты нити и характерных форм поперечных сечений. Рассмотрены возможные 

случаи прохождения границы раздела по поперечному сечению при различ-

ной толщине пластичных областей. 

Установлены зависимости для определения приведенной жесткости по-

перечного сечения упруго-пластической нити конечной жесткости при раз-

личных типах профиля и вариантах распространения зон пластической де-

формации по сечению нити. Представлены уравнения устойчивости для всех 

фаз работы упруго-пластической нити конечной жесткости, а также зависи-

мости для определения критического распора и критической дополнительной 

нагрузки при различных сочетаниях нагрузок, граничных условиях и форме 

поперечного сечения, а также эксцентриситета приложения нагрузки, раск-

репления нити связями в горизонтальной плоскости и пр. 

В девятой главе изложена концепция применения метода конечных 

элементов к расчету большепролетных пространственных комбинированных 

висячих систем, состоящих из фрагментов различной структуры, мерности и 

жесткости. Представлена постановка и реализация конечноэлементной мето-

дики расчета, основанной на специально построенных для рассматриваемых 

систем нелинейных соотношениях метода конечных элементов в вариацион-

ной формулировке. Отмечены возникающие при этом трудности, связанные с 

большой кинематической подвижностью и высокой деформативностью вися-

чих систем в процессе нагружения. Описана аппроксимация функций пере-

мещений, деформаций и напряжений в пространстве базисных функций дис-

кретной модели комбинированной континуальной области. 

Особое внимание обращено на алгоритмы решения больших систем не-

линейных разрешающих уравнений. Описаны некоторые специальные эф-

фективные алгоритмы решения задач нелинейного деформирования больше-

пролетных пространственных комбинированных висячих систем. Выполнено 

обоснование разработанных теоретических положений путем сопоставления 

решений тестовых задач с имеющимися в литературных источниках. Опреде-

лены пределы применения предложенных расчетных моделей. Изложена про-

граммная реализация методики исследования напряженно-деформированного 

состояния большепролетных пространственных комбинированных висячих 

систем. Приведено описание принципов и функциональной схемы комплекса 

программ. Указаны возможные режимы работы комплекса, форма представ-

ления исходных данных и результатов расчета, а также другие присущие ему 

особенности. 

Десятая глава содержит результаты обширных численных исследований 

нитей конечной жесткости и висячих систем, состоящих из гибких нитей и 

нитей конечной жесткости, на прочность и устойчивость в пределах и за пре-
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делами упругости. Рассмотрено влияние различных факторов на напряженно-

деформированное состояние, несущую способность и устойчивость нитей. 

Проведен анализ и выявлены закономерности поведения нитей конечной 

жесткости и висячих систем на их основе, дана оценка достоверности пред-

ложенной теории расчета путем сравнения полученных результатов с извест-

ными аналитическими решениями и данными экспериментальных исследова-

ний. 

Особое внимание уделено предложениям по совершенствованию и раз-

работке новых конструктивных решений большепролетных пространствен-

ных комбинированных висячих систем, основанных на найденных законо-

мерностях поведения нитей конечной жесткости и включающих вопросы 

компоновки сооружения, выбора рациональных соотношений геометриче-

ских параметров, уменьшения напряжений в конструктивных элементах и пр. 

Указаны возможные направления применения висячих систем в конструкци-

ях, где ранее такие системы обычно не использовались, рассмотрены новые 

решения несущих элементов висячих систем и методы искусственного регу-

лирования усилий в этих элементах. 

В одиннадцатой главе изложены результаты численного исследования 

напряженно-деформированного состояния большепролетных пространствен-

ных комбинированных висячих систем ряда реальных гражданских и про-

мышленных зданий и инженерных сооружений. Представлен анализ законо-

мерностей их работы при различных схемах загружения, а также отмечены 

выявленные особенности в части образования опасных зон в конструкциях, 

где напряжения в составляющих их элементах близки или даже превышают 

расчетное сопротивление материала. Описаны выработанные с учетом анали-

за результатов проведенных исследований рекомендации по совершенство-

ванию или изменению первоначально принятых проектных решений, а также 

обозначены некоторые пути совершенствования конструктивных решений 

рассматриваемых систем. 

Приложение содержит основные понятия о применяемых в механике ва-

риационных принципах и вариационных методах, положенных в основу 

представленной в настоящей монографии теории расчета гибких нитей и ни-

тей конечной жесткости, а также висячих систем на их основе. В общем виде 

изложены сведения о вариационных принципах построения разрешающих 

уравнений и способах решения вариационных задач. Даны понятия потенци-

альной энергии в точке силового поля и потенциальной энергии деформации 

упругой системы, а также указаны подходы для их определения. Описаны 

способы представления потенциальной энергии через квадратичные формы 

обобщенных перемещений и обобщенных сил. Сформулированы теоремы 

Кастилиано и Лагранжа и приведены стандартные формы их записи. 

Изложена формулировка и представлено выражение полной энергии 

деформируемой системы, а также показано, что с использованием этого по-

нятия достаточно просто выражаются условия равновесия рассматриваемой 

системы. Представлена первая вариация полной энергии системы, на основе 
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которой сформулирован принцип вариации перемещений (принцип Лагран-

жа), а также отмечено, что при помощи второй вариации полной энергии си-

стемы можно определить качественные показатели ее равновесия (критерий 

Дирихле). Описаны основные способы решения вариационных задач, осно-

ванные либо на решении дифференциальных уравнений, либо на использова-

нии прямых методов вариационного исчисления. Даны примеры расчета 

упругих систем с учетом принципов вариации перемещений и напряжений. 

Авторы надеются, что данная книга заинтересует и будет полезна специали-

стам, причастным к созданию (расчету, конструированию, проектированию) раз-

нообразных большепролетных пространственных комбинированных висячих 

систем. В книге с единых методологических позиций изложен теоретический 

и практический материал, представлены все использованные соотношения 

нелинейной теории упругости и пластичности, а также описаны различные 

алгоритмы решения больших систем нелинейных уравнений, к которым сво-

дятся рассматриваемые в данном издании задачи деформирования больше-

пролетных пространственных комбинированных висячих систем. Книга 

снабжена не только тестовыми примерами, позволяющими вникнуть в детали 

алгоритмов, но и реальными задачами, содержащими дальнейшее развитие 

идей, лишь слегка затронутых в тексте. Все это делает книгу доступной для 

самостоятельного изучения студентами, бакалаврами, магистрами, аспиран-

тами, научными работниками, инженерами и всеми, кому представленные 

задачи интересны с практической точки зрения. 

При написании книги авторы старались придерживаться устоявшегося сти-

ля, терминологии и обозначений, принятых в большинстве работ отечественных 

ученых данного научного направления. При этом в случае наличия нескольких 

вариантов изложения, что наиболее присуще содержанию третьей главы, при 

написании которой были использованы публикации [61, 62, 95 – 97], авторы отда-

вали предпочтение своим работам, в первую очередь [180 – 197], чтобы сохранить 

его целостность и последовательность. 

Авторы считают своим долгом выразить благодарность академику Нацио-

нальной академии наук Украины, доктору технических наук, профессору 

А.Н. Гузю, который сформулировал основную идею книги, определил струк-

туру и форму подачи материала. 

Улучшению содержания рукописи в значительной мере способствовали 

замечания и советы рецензентов – академика Национальной академии наук 

Украины, доктора технических наук, профессора Л.М. Лобанова и академика 

Национальной академии наук Украины, доктора технических наук, профессора 

В.Т. Трощенко, большая часть которых была учтена при подготовке оконча-

тельного варианта рукописи. Им авторы приносят свою искреннюю призна-

тельность. 



 

ГЛАВА 1 

СОСТОЯНИЕ ИССЛЕДОВАНИЙ 

§ 1.1. Некоторые тенденции совершенствования висячих систем 

В практику строительства внедряются новые типы промышленных и 

гражданских зданий и инженерных сооружений, в которых традиционные 

конструктивные решения заменяются новыми, отвечающими современным 

направлениям в проектировании. Наметившаяся в последние десятилетия как 

у нас в стране, так и за рубежом тенденция к увеличению пролетов зданий и 

сооружений в настоящее время становится закономерностью. В связи с этим 

особый интерес проявляется к висячим системам, получившим распростра-

нение в различных отраслях народного хозяйства. Это покрытия промыш-

ленных зданий и сооружений – заводов по сборке самолетов и ангаров для 

их содержания, универсальных цехов по выпуску крупногабаритной продук-

ции, судостроительных эллингов, складов, гаражей и др.; спортивных соору-

жений – стадионов, плавательных бассейнов; цирков и киноконцертных 

залов, вокзалов и рынков, различного рода павильонов и др., а также инже-

нерные сооружения – мосты, трубопроводные переходы, канатные дороги, 

кабель-краны, линии связи и электропередачи и др. 
По сравнению с традиционными конструкциями висячие системы име-

ют ряд преимуществ, заключающихся в рациональном использовании проч-

ностных свойств материала, относительной простоте изготовления, инду-

стриальности монтажа, небольшой трудоемкости и стоимости строительства, 

возможности создания легких и выразительных с эстетической точки зрения 

архитектурных форм. Кроме того, такие системы малочувствительны к раз-

ного рода специфическим воздействиям, в том числе к сейсмическим нагруз-

кам, осадкам и неравномерному смещению опор и т.п. 

Основным несущим элементом большинства висячих систем является 

трос, расчетной моделью которого служит гибкая нить. Нити являются иде-

альными несущими конструкциями, обладающими всеми ранее перечислен-

ными преимуществами висячих систем, что позволяет значительно снизить 

материалоемкость сооружений, особенно при средних и больших пролетах. 

Однако при всех очевидных и неоспоримых преимуществах нитям присущи и 

весьма существенные недостатки – повышенная деформативность при дей-

ствии несимметричных, особенно сосредоточенных нагрузок. Это обстоя-

тельство потребовало разработки специальных конструктивных решений, 

снижающих величину прогибов и обеспечивающих стабильность формы ни-

тей под нагрузкой. Поиск этих решений применительно к висячим системам 

велся в основном в двух направлениях: увеличение жесткости и совершен-

ствование конструкции пролетной части. 
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Увеличение жесткости привело к созданию предварительно напряжен-

ных висячих систем и применению нитей конечной жесткости, т.е. нитей, у 

которых под действием произвольной поперечной нагрузки возникают нап-

ряжения растяжения и изгиба [62, 91, 103]. 

В результате совершенствования конструкций висячих систем появи-

лись двухпоясные системы [65, 67], системы Жискляра [116], С.А. Цаплина 

[176, 177], в виде жесткой решетчатой цепи или арки [63, 67, 141], радиально-

вантовых [64] и др. 

Впервые висячие системы получили применение при строительстве мо-

стов. Первые висячие мосты строились по схеме «цепь – балка», а увеличение 

их жесткости шло в основном за счет усиления балки и обеспечения её нераз-

резности в многопролетных мостах [116]. В дальнейшем для увеличения 

жесткости и надежности пролетного строения начали использовать нисходя-

щие ванты. Примером такой конструкции может служить построенный в 

1867 году через реку Огайо в г. Цинциннати трехпролетный железнодорож-

ный висячий мост пролетом 322 м и общей длиной 687 м (рис. 1.1, а) [67, 

176]. Мосты подобной конструкции были также построены во Франции через 

реки Сону в г. Лионе пролетом 110 м и Сену около г. Гавра пролетом 160 м 

[67]. В этих мостах крайние панели пролета у пилонов не имели вертикаль-

ных подвесок, в связи с чем нагрузка от них передавалась с помощью 

наклонных вант непосредственно на пилоны (рис. 1.1, б). 

 

 

 
а  б 

 

 

 
в  г 

 
д 

Рис. 1.1. Висячие мосты через реки: 

а – Огайо; б – Сону и Сену; в – Аллегейни; г – Рейн; д – Нарын 

 

Иной подход к увеличению жесткости висячих мостов заключается в 

применении в качестве растянутых несущих элементов моста жестких ферм. 

Именно такое решение было использовано при строительстве в 1884 году мо-

ста через реку Аллегейни в г. Питтсбурге, когда были соединены раскосной 

решеткой параллельные цепи, расположенные в одной вертикальной плоско-

сти (рис. 1.1, в). Наряду с этим способом для увеличения жесткости висячих 
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мостов используют арки в качестве элемента жесткости, что получило при-

менение в ряде случаев и, в частности, в проекте моста через реку Рейн про-

летом 203 м (рис. 1.1, г) [116, 176]. Несмотря на преимущества подобных си-

стем относительно жесткости по сравнению с цепной и кабельной схемами, 

они не получили широкого распространения в связи с большим весом, слож-

ностью изготовления и монтажа, а также громоздкостью расположенных на 

большой высоте элементов конструкции. 

Интересным решением в практике строительства висячих мостов явля-

ется система, состоящая из прямолинейных вант и не имеющая параболиче-

ски очерченной цепи, так называемая система Жискляра [116, 176]. Приме-

ром подобной конструкции может служить висячий мост, построенный через 

реку Нарын в 1935 году (рис. 1.1, д) [63]. 

Увеличить жесткость пролетного строения висячего моста можно также 

путем включения обратного троса, создающего предварительное напряжение 

конструкции. Это решение было реализовано во Франции для моста проле-

том 198 м. Обратные тросы имели стрелу провисания 1/25 пролета и были 

наклонены внутрь проезжей части (рис. 1.2, а). При этом, как отмечается в 

[67], прогибы в середине моста уменьшились в 5 раз, а прогибы в четвертях 

пролета – незначительно. Данная конструкция по характеру своей работы 

полностью соответствует применяемым в настоящее время в строительстве 

двухпоясным системам. 

 

 

 
а  б 

 

 

 
в  г 
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Рис. 1.2. Схемы висячих мостов: 

а – через р. Луару; б – через водохранилище около г. Кривого Рога; 

в – через р. Днепр; г – через Мессинский пролив; д – через р. Северн 

 

Широкое распространение как у нас в стране, так и за рубежом получи-

ли висячие системы С.А. Цаплина и радиально-вантовые системы [64, 176, 

177]. Примерами данных конструктивных решений могут служить построен-

ные в 1960 году висячий мост пролетом 130 м через водохранилище около 

г. Кривого Рога (рис. 1.2, б) и трехпролетный мост с центральным пролетом 

144 м и общей длиной 276 м через реку Днепр в г. Киеве (рис. 1.2, в). 
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Повысить жесткость висячей системы, наряду с приведенными выше 

способами, можно путем включения в схему восходящих вант. Самым ярким 

представителем среди мостов, где было использовано подобное предложение, 

является запроектированный висячий мост через Мессинский пролив 

(рис. 1.2, г), главный пролет которого имеет длину 1524 м [62, 149]. 

Следует также обратить внимание на применение висячих систем с пе-

рекрестной вантовой решеткой и с наклонными вантами. Примером такого 

решения может служить построенный в 1967 году трехпролетный мост с 

центральным пролетом 988 м и общей длиной 1598 м (рис. 1.2, д) через реку 

Северн вблизи г. Глостера [149]. 

Таким образом, изучив историю строительства висячих мостов, можно 

сделать вывод о том, что во второй половине XX века их пролеты имели раз-

меры, намного превышающие километр, а сама конструкция отличалась со-

вершенством и изяществом [63, 65, 149]. 

В последнее время все чаще стали строиться висячие трубопроводные 

переходы больших пролетов. По характеру статической работы их можно 

разделить на три группы. К первой группе относятся переходы, в которых 

трубопровод работает как балка на упруго-податливых опорах с пролетами, 

равными расстоянию между подвесками несущего каната или точками креп-

ления радиальных вант (рис. 1.3, а, б, в). В переходах этой группы, как и в 

висячих мостах, всю нагрузку воспринимают провисающие канаты или ради-

альные ванты, например: 

 переход газопровода диаметром 520 мм и пролетом 130 м. Трубопро-

вод поддерживается двумя канатами диаметром 59 мм. Боковая жесткость 

пролетного строения обеспечивается горизонтальными оттяжками из канатов 

диаметром 30 мм. Труба крепится к несущим канатам с помощью подвесок, 

расположенных с шагом 6,5 м [118, 160]; 

 переход газопровода через реку Дунай пролетом 320 м. Отличитель-

ной особенностью его являются V-образные пилоны, превращающие пролет-

ное строение в пространственную конструкцию, не требующую каких-либо 

дополнительных устройств для восприятия ветровых нагрузок [64]. 

Ко второй группе относятся переходы, в которых трубопровод является 

единственным несущим элементом, воспринимающим всю нагрузку 

(рис. 1.3, г). Одним из первых был построен двухниточный переход газопро-

вода через реку Ухту. Пролет перехода 400 м, диаметр труб 114 мм, стрела 

провисания 18 м [118]. В 1963 году через реку Ию был построен однониточ-

ный переход нефтепровода диаметром 720 мм с пролетами 340 и 88,4 м. Так 

как один берег был высоким, то потребовалась установка всего одного пило-

на [64]. Несколько позже был построен двухниточный переход газопровода 

через реку Кубань пролетом 350 м и диаметром труб 273 мм. Трубы распо-

ложены на расстоянии 1,2 м одна от другой и соединены через 40 м распор-

ками. Стрела провисания трубопровода равна 10,5 м [118, 160]. 
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Рис.1.3. Схемы висячих трубопроводных переходов: 

а – с одноцепными фермами; б – с решетчатыми фермами; 

в – с радиально-вантовыми фермами; г – в виде провисающей нити; 

д – в виде провисающей нити с поддерживающими канатами 

К третьей группе относятся переходы, являющиеся модификацией двух 

типов переходов: одноцепных из первой группы и в виде провисающей нити 

из второй группы (рис. 1.3, д). Примером перехода этой группы может слу-

жить запроектированный двухниточный переход газопровода через реку 

Сырдарью пролетом 800 м и диаметром труб 426 мм. Стрела провисания 

трубопровода равна 57,4 м [203]. 

Из перечисленных систем висячих переходов наиболее экономичными 

являются переходы в виде провисающей нити [32, 64]. Однако они не полу-

чили массового применения, поскольку в таких переходах при определенных 

соотношениях геометрических и физических параметров труб могут возни-

кать высокие напряжения от растяжения и изгиба [64, 199]. 

Более рациональны переходы третьей группы – в виде провисающей 

нити с поддерживающими канатами. Конструкция переходов такой системы 

свободна от недостатков как первой группы переходов (позволяет использо-

вать несущую способность трубопровода на растяжение и изгиб), так и вто-

рой (имеет повышенную надежность и позволяет производить замену звеньев 

труб в пролете). 
Несмотря на большой опыт, накопленный при проектировании и строи-

тельстве висячих мостов и трубопроводных переходов, нить как элемент по-
крытия применяется сравнительно недавно [66, 90, 103, 206]. Первые ванто-
вые покрытия были сооружены в 1896 году на Всероссийской выставке в 
г. Нижнем Новгороде выдающимся русским инженером В.Г. Шуховым 
(рис. 1.4) [41, 91, 103]. Висячие покрытия широко применяются начиная с 
1953 года, когда в г. Рэлей в США было построено покрытие спортивного 

зала (рис. 1.5). Конструкция покрытия размером в плане 9297 м образована 
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седловидной ортогональной вантовой сетью отрицательной гауссовой кри-
визны. Сеть подвешена к опорному контуру, выполненному из двух пересе-
кающихся параболических железобетонных арок, наклоненных под углом 22° 
к горизонту и опирающихся по периметру на стальные колонны. Вантовая 
сеть выполнена из несущих и стабилизирующих канатов, имеющих диаметр 
соответственно 19–32 и 12–19 мм. Предварительное натяжение стабилизиру-
ющих канатов повышает жесткость всей конструкции покрытия и одновре-
менно снижает его деформативность под действием различного рода времен-
ных нагрузок [41, 84, 103, 113]. 

  

Рис. 1.4. Павильон с висячим покрытием 

в г. Нижнем Новгороде 

Рис. 1.5. Рэлей-арена 

Примером использования висячих конструкций для промышленного 

строительства может служить покрытие пролетом 163 м бумажной фабрики в 

г. Мантуя, где основные конструкции выполнены в виде висячего моста с 

вертикальными подвесками и балками жесткости высотой 1,5 м, на которые 

уложены поперечные балки (рис. 1.6) [66, 84]. В этом плане представляет 

также интерес построенный в 1971 году в г. Лос-Анджелесе ангар для само-

летов [65, 166]. Конструкция принята консольного типа с несущими элемен-

тами-вантами, омоноличенными металлическим настилом (рис. 1.7). Вылет 

консолей ангара 69 м, длина здания составляет 135 м, а ширина – 168 м. 

  

Рис. 1.6. Схема висячего покрытия 

бумажной фабрики в г. Мантуя 

Рис. 1.7. Схема висячего покрытия 

ангара для самолетов в г. Лос-Анджелесе 

Весьма интересными и перспективными являются здания с шатровым 

покрытием. В последние годы построены два крупных сооружения с таким 

покрытием – закрытая стоянка диаметром 160 м на 400 автобусов в г. Киеве и 

резервуар для хранения воды диаметром 167 м в г. Дурбан, ЮАР. Схема этих 

сооружений представлена на рис. 1.8. 
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Рис. 1.8. Схема висячего покрытия закрытой стоянки в г. Киеве 

и резервуара для хранения воды в г. Дурбан 

Основной несущей конструкцией покрытия закрытой стоянки служит 

система в виде 84 радиальных вант из стальных канатов диаметром 65 мм. 

Распор вант воспринимается сжатым наружным и растянутым внутренним 

опорными контурами. Внутренний опорный контур диаметром 8 м выполнен 

из двух металлических колец прямоугольного поперечного сечения, связан-

ных по высоте ребрами жесткости. Верхнее кольцо опирается на внутреннюю 

опору, выполненную в виде цилиндрической оболочки диаметром 8 м и вы-

сотой 18 м. Помимо основного назначения – передачи нагрузки от покрытия 

на фундамент, опора также является вентиляционной шахтой. Наружный 

сборно-монолитный железобетонный опорный контур прямоугольного попе-

речного сечения опирается на 84 железобетонные колонны таврового сечения 

высотой 8 м. На ванты уложены сборные ребристые железобетонные плиты, 

швы между которыми замоноличены расширяющимся бетоном, что позволи-

ло обжать плиты [65, 103, 198]. 

Основная несущая конструкция резервуара состоит из 120 радиальных 

вант, изготовленных из 41 проволоки диаметром 7 мм каждая. Верхний желе-

зобетонный опорный контур прямоугольного поперечного сечения предвари-

тельно напряжен 16 канатами. Нижний железобетонный опорный контур 

двутаврового сечения опирается на контрфорсы, расположенные через каж-

дые 33°. Внутренняя опора выполнена в виде полой цилиндрической оболоч-

ки диаметром 12 м и высотой 50 м. По вантам уложены сборные железобе-

тонные ребристые плиты трапециевидной формы. При этом с целью предва-

рительного напряжения покрытия, как и в предыдущем случае, швы между 

плитами были замоноличены расширяющимся бетоном. 

Примером повышения жесткости системы покрытия может также слу-

жить применение двухпоясных висячих систем, у которых предварительное 

напряжение поясов осуществляется путем раздвижки распорок по длине 

вантовой фермы или барабана в центре покрытия, а также стягиванием 

подвесок (рис. 1.9, а – д). Предварительное натяжение повышает жесткость 

системы и дает возможность гибким элементам воспринимать сжатие [41, 65, 

66, 91, 114]. 
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Рис. 1.9. Способы предварительного напряжения висячих покрытий: 

а – раздвижкой распорок; б, в – раздвижкой центрального барабана; 

г, д – стягиванием подвесок; е – увеличением собственного веса 

Повысить жесткость висячей системы можно также путем увеличения 

собственного веса покрытия (рис. 1.9, е). При этом вес покрытия должен быть 

таким, чтобы любая временная несимметричная нагрузка не вызывала значи-

тельных перемещений и быть больше величины нагрузки, вызываемой отри-

цательным давлением ветра [84, 113, 152]. 

Широкое распространение получили висячие конструкции при соору-

жении спортивных арен. Например, покрытие Олимпийского плавательного 

бассейна в г. Токио (рис. 1.10), построенного по проекту архитектора К. Танге 

в 1964 году [83]. Овальной формы сооружение имеет в плане размеры 

126120 м. Покрытие состоит из подвешенных к пилонам двух главных вант, 

распор от которых через оттяжки передается на специальные фундаменты, а 

также несущих вант, опирающихся одним концом на главные ванты, а дру-

гим – на опорное кольцо. Несущие ванты выполнены из стальных двутавров, 

а стабилизирующие – из тросов. Кровлей служат стальные листы, уложенные 

по прогонам. 

Ярким примером возможностей висячих систем является «Купол тыся-

челетия» (рис. 1.11), возведенный в 2000 году в г. Гринвиче (Великобрита-

ния). Диаметр купола равен 320 м, а высота в центре – 48 м. Купол накрывает 

площадь 80000 м2. Оболочка купола опирается на вантовую сеть, которая 

удерживается радиальными вантами, закрепленными на 12 решетчатых мач-

тах. Высота каждой из мачт составляет 100 м, а общая длина вантовых эле-

ментов – около 70 км. 
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Рис. 1.10. Олимпийский плавательный  

бассейн в г. Токио 

      Рис. 1.11. «Купол тысячелетия»  

                       в г. Гринвиче 

Все чаще в строительстве, в частности при возведении спортивных со-

оружений, применяются мембранные висячие покрытия. В качестве примера 

рассмотрим двускатное висячее покрытие Олимпийского велотрека в г. Москве 

(рис. 1.12). Конструкцию покрытия образуют два «крыла» – мембраны. Каж-

дое «крыло» представляет собой седловидную мембрану на опорном контуре 

из двух стальных арок, расположенных под разным углом к горизонту. Оба 

опорных контура «крыльев» пролетом 168 м объединены друг с другом рас-

косной конструкцией. Внутри каждого опорного контура «крыла» выполнена 

седловидная постель из взаимно перпендикулярных направляющих – сталь-

ных полос и швеллеров, с устройством по ней мембранного покрытия. 

 

Рис. 1.12. Олимпийский велотрек в г. Москве 

В последнее время наряду с известными решениями для уменьшения 

деформативности покрытий зданий и сооружений стали применять висячие 

системы, расчетной моделью которых является нить конечной жесткости 

[62, 67, 90, 103, 167, 198]. Примером такого конструктивного решения может 

служить покрытие Дворца спорта в г. Вильнюсе, пролет которого равен 70 м. 

Висячие фермы высотой 2,2 м имеют трубчатое сечение и располагаются с 

шагом 3 м. Нижний пояс усилен тросом диаметром 63 мм, который благодаря 

предварительному натяжению сжимает ферму. По фермам уложены утеплен-

ные армоцементные плиты. Второй пример – покрытие плавательного бас-
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сейна в г. Москве для Олимпийских игр (рис. 1.13). Здесь висячие фермы ко-

нечной жесткости имеют пролет 104 м и высоту 2,5 м. Сечение верхнего поя-

са состоит из швеллера № 40, уложенного плашмя, а нижнего пояса – из 

швеллера № 20, работающего в вертикальной плоскости. Решетка фермы со-

стоит из уголков. Шаг ферм – 4,5 м. По ним, непосредственно по криволи-

нейному верхнему поясу, уложен оцинкованный профилированный настил 

[65, 103]. Несмотря на большой пролет здания, распор в висячей ферме при 

полной снеговой нагрузке не превышает 1200 кН. Этого удалось достичь бла-

годаря достаточно большой стреле провисания фермы, достигающей 18 м. 

Данное решение позволило облегчить не только сами висячие фермы, но и 

опорный контур, состоящий из железобетонных арок [103, 167]. 

 

 

Рис. 1.13. Схема висячего покрытия 

Олимпийского плавательного бассейна в г. Москве 

 

Интересными примерами зданий с покрытиями в виде висячих систем 

повышенной жесткости являются Олимпийский гимнастический зал диамет-

ром 67 м и здание общественных собраний на эллиптическом плане с разме-

рами 110,782,9 м в г. Токио, павильон аттракционов размером 24067 м в 

г. Сент-Хелнер на острове Джерси (Великобритания), а также возведенный в 

2006 году в г. Москве Ледовый дворец спорта (рис. 1.14), провисающее пок-

рытие которого имеет диаметр 100 м и состоит из наружного опорного кон-

тура, внутреннего кольца и радиальной системы нитей конечной жесткости. 

 

Рис. 1.14. Ледовый дворец спорта в г. Москве 
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В последние годы находят также применение в качестве покрытий зда-

ний и сооружений тонколистовые пологие мембранные оболочки. В частно-

сти можно указать на покрытие Большой арены в г. Санкт-Петербурге, пред-

ставляющее собой цельную стальную мембрану диаметром 160 м и толщиной 

6 мм, подкрепленную радиально направленными ребрами из балок. Интен-

сивно исследуются, проектируются и строятся мембранные покрытия не 

только на круглом, но и на прямоугольном плане. Примерами разработок та-

кого типа мембранных оболочек являются покрытия над реконструируемыми 

главными корпусами московских заводов «Компрессор», «АЗЛК» и «Фрезер» 

[90, 92]. 

Следует также отметить интересное направление в исследовании новых 

конструктивных решений для сооружений различного назначения с исполь-

зованием составных элементов висячих систем – вант и стержней, представ-

ляющее собой разработку трансформирующихся металлических покрытий, в 

том числе вантово-стержневых оболочек. Как показано в работах [28, 154], 

применение указанных конструкций позволяет существенно сократить трудо-

затраты при монтаже и перенести в заводские условия не только изготовле-

ние, но и сборку каркаса здания. 

Перечисленные тенденции по совершенствованию конструктивных ре-

шений и увеличению жесткости висячих систем значительно повышают их 

эксплуатационные свойства и по этому признаку ставят висячие системы в 

один ряд с другими современными типами конструкций. Принимая во вни-

мание другие указанные выше достоинства висячих систем, учитывая посто-

янное увеличение прочностных характеристик выпускаемой стали [9, 103, 

198], а также то, что прочность стали растет быстрее ее стоимости [4, 99], 

можно утверждать, что висячие системы в недалеком будущем получат мас-

совое применение в практике строительства [66, 90, 99, 168, 198], что значи-

тельно расширит возможности возведения экономичных, эффективных и 

изящных большепролетных промышленных и гражданских зданий и инже-

нерных сооружений. 

§ 1.2. Обзор теоретических и экспериментальных исследований 

История расчета гибкой нити начинается с работ французского инжене-

ра Навье, который еще в 30-х годах прошлого века решил уравнение кривой 

нерастяжимой нити, находящейся под действием вертикальной нагрузки. 

Впоследствии ученые многих стран посвящали свои работы различным во-

просам, связанным с расчетом гибких нитей. Вначале теория гибкой нити 

развивалась как составная часть теории расчета висячих мостов. Значитель-

ный научный вклад внесен в эту теорию Г.П. Передерием, Н.С. Стрелецким, 

С.А. Цаплиным, С.А. Ильясевичем и другими. 
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В трудах Г.П. Передерия [116] и Н.С. Стрелецкого [158] были разрабо-

таны основы современного мостостроения. Кроме того, Г.П. Передерий соб-

рал и систематизировал весь материал по расчету висячих систем, до этого 

разобщенный и разбросанный по отдельным изданиям и характеризующийся 

решением тех или иных частных задач при отдельных видах нагружения. 

Первый шаг в направлении обобщения решения гибкой нерастяжимой 

нити был сделан С.А. Цаплиным [176, 177], который предложил использовать 

для ее расчета принцип Лагранжа. Применяя этот принцип к конечным пере-

мещениям, ему удалось получить только приближенные решения для поло-

гих нитей при непрерывной функции нагрузки. Отметим, что поскольку нить 

является нелинейной системой, то указанное использование принципа воз-

можных перемещений нельзя признать вполне строгим. 

С.А. Ильясевич [55] впервые предложил учитывать переменность рас-

пора при расчете колебаний мостов. Вклад зарубежных исследователей в ре-

шение этой проблемы подробно описан в уже упоминавшейся работе 

Г.П. Передерия [116] и в монографии В.А. Смирнова [149]. 

Несколько позже появились работы Р.Н. Мацелинского [95–97] и 

В.К. Качурина [61 – 63]. Р.Н. Мацелинский дал более точное аналитическое 

решение для гибкой нерастяжимой нити при действии произвольной верти-

кальной нагрузки, чем полученное С.А. Цаплиным, применив к расчету нити 

принцип Лагранжа в строгой интерпретации, т.е. к перемещениям бесконечно 

малым, а не конечным. Показан путь учета упругих деформаций, разработан 

уточненный метод расчета гибких упругих нитей и дана оценка принятых 

допущений на точность расчета. Конечное уравнение, описывающее напря-

женно-деформированное состояние нити, было представлено в виде 

3
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где EF  – жесткость нити на растяжение; H – распор, l – пролет; fln  ; 

L  – длина нити; f  – начальная стрела провисания; D  – характеристика наг-

рузки, вычисляемая по формуле 

 
l l

dxQqMdxD
0 0

2 ,    (1.2) 

причем M  и Q  – соответственно изгибающий момент и поперечная сила 

от заданной нагрузки q  в условной прямолинейной балке, которая по всем 

остальным параметрам аналогична гибкой нити. 

Другой метод расчета гибкой упругой нити изложен в монографиях 

В.К. Качурина [61 – 63]. Исходя из уравнений длин нити, находящейся под 
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действием начальной и дополнительной нагрузок*, и используя для связи 

между ними условие неразрывности деформаций, было получено следующее 

выражение для определения величины распора в нити: 
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где 0H  и 0Q  – распор и перерезывающая сила в нити, находящейся под дей-

ствием начальной нагрузки; 1H  и 1Q  – то же при действии дополнительной 

нагрузки. 

В работах [61–63] рассмотрено влияние на напряженно-деформиро-

ванное состояние нити смещения опор и изменения температуры, а также 

разработан метод расчета нити на нагрузку, действующую перпендикулярно 

плоскости первоначального провисания. 

В статье [132] приведены более точные по сравнению с полученными 

В.К. Качуриным формулы статического расчета гибкой нити. 

Отдельным вопросам расчета гибкой упругой нити посвящены работы 

Л.Г. Дмитриева [40], А.Я. Дривинга [42], А.Ф. Лилеева и Е.Н. Селезневой 

[88], Г.В. Рекача [130], Е.М. Сидоровича [144], В.А. Смирнова [149], 

А.Г. Соколова [153], В.С. Щедрова [206], Х.К. Банделя [208], Ф. Бауэра [209], 

И.И. Енсена [211], З. Соботки [152], Ф. Отто и Ф.К. Шлейера [113, 114] и др. 

Анализ перечисленных работ показывает, что теория расчета гибкой нити в 

настоящее время разработана достаточно полно. 

Гибкая нить является основным элементом большого класса плоских и 

пространственных висячих систем. 

Вопросы расчета указанных систем на статические нагрузки нашли 

отражение в трудах А.И. Битюцкого [10], Л.Г. Дмитриева и А.В. Касилова 

[40, 41], В.К. Качурина [61–63], Э.И. Кузнецова [85], В.Р. Кульбаха [86], 

А.Ф. Лилеева и Е.Н. Селезневой [88], А.В. Перельмутера [117], И.М. Рабино-

вича [126], В.В. Трофимовича [169], В.Н. Шимановского [198], Ф.К. Шлейера 

[217] и др. 

Исследованию напряженно-деформированного состояния висячих си-

стем при сейсмических и ветровых воздействиях посвящены работы [11, 12, 

30-32, 41, 52, 70, 80, 83, 98, 110, 119, 124, 125, 128, 132, 133, 144, 149, 150, 

160] и др. 

_________________________________________ 

* Под начальной подразумевается нагрузка, при которой нить провисает с заданной стрелой; 

под дополнительной – любая другая нагрузка, прикладываемая к нити после приложения 

начальной нагрузки. Одним из примеров начальной нагрузки может служить собственный 

вес нити. 
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Основы теории нитей конечной изгибной жесткости были заложены в 

трудах К.С. Завриева [46], разработавшего методику расчета стержней, под-

верженных совместному действию поперечной нагрузки и осевой силы. Зна-

чителен также вклад И.Г. Бубнова [17], рассмотревшего задачу продольно-

поперечного изгиба стержней, у которых продольное усилие зависит от про-

гиба стержня. С.П. Тимошенко [161, 163] развил расчет растянуто-изогнутых 

стержней энергетическим методом, а также дал предложения по приближен-

ному определению величины распора. Следует отметить также труды 

А.С. Вольмира [24], Н.В.Корноухова [82], Н.К. Снитко [151], а также ряда 

других авторов. 

Дальнейшее развитие теория нитей с изгибной жесткостью получила в 

трудах В.К. Качурина, Н.М. Кирсанова, Н.С. Москалева, В.Н. Шимановского, 

Ю.В. Смирнова, Р.Б. Харченко, Г.А. Тартаковского и К.Н. Илленко. 

В монографии В.К. Качурина [62] приведено решение для нити конеч-

ной жесткости, находящейся под действием произвольной вертикальной 

нагрузки. В зависимости от способа монтажа висячей системы им получено 

два вида дифференциальных уравнений изгиба нити: 

 для нити, работающей с изгибом от начальной и дополнительной 

нагрузок, 
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,   (1.4) 

 для нити, работающей без изгиба от начальной и с изгибом от 

дополнительной нагрузки, 
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где EI  – жесткость нити на изгиб. 

Поскольку при решении уравнений (1.4) и (1.5) не удается получить 

распор в явном виде, для его определения предлагается использовать метод 

последовательных приближений, задаваясь вначале каким-либо значением 

распора. Это решение весьма трудоемко, потому что приходится делать по 

3–5 и более попыток. 

В работах Н.М. Кирсанова [67, 68] показана возможность применения 

для расчета нитей конечной жесткости хорошо разработанной методики рас-

чета висячих мостов. Методика основана на использовании ступенчатой ли-

неаризации исходных нелинейных уравнений, при выводе которых применя-

ются специально построенные с учетом прогибов функции влияния. Выраже-

ния последних получены Н.М. Кирсановым для различных случаев расчета 

висячих систем повышенной жесткости, а для решения нелинейных уравне-

ний предлагается использовать метод последовательных приближений. 
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Н.С. Москалевым [103] разработан и систематизирован расчет нитей 

конечной жесткости по методу предельных состояний, причем, расчет на 

прочность здесь отделен от расчета на деформативность. Принятое исходным 

для расчета на прочность состояние полного расчетного загружения позволя-

ет при таком подходе для заданной нагрузки получить непосредственно из 

условий равновесия предельную геометрию и расчетные усилия в нитях, а 

также определить действительный запас несущей способности висячей кон-

струкции с учетом геометрической и физической нелинейностей. Деформа-

ционный расчет в свою очередь также разделен на расчет упругих и кинема-

тических перемещений, что позволяет по отдельности определить эти два 

вида деформации. Для нахождения величины распора при действии произ-

вольной вертикальной нагрузки автор использует метод последовательных 

приближений, принимая в первом приближении распор как для гибкой нити. 

Уточнение величины распора производится с одновременной корректировкой 

прогиба нити. Выведен ряд универсальных расчетных зависимостей и произ-

веден анализ влияния различных факторов на напряженно-деформированное 

состояние нити. Полученные формулы можно эффективно использовать при 

назначении первоначальных параметров нити – жесткости на растяжение и 

изгиб, высоты сечения и других. 

В.Н. Шимановский, Ю.В. Смирнов и Р.Б. Харченко [64, 198, 199, 202] 

разработали общую методику расчета нитей конечной жесткости при дей-

ствии любой поперечной нагрузки произвольного направления и вывели уни-

версальные формулы для определения прогибов и изгибающих моментов в 

сечениях нити. Предложенная ими методика основана на использовании при-

нятого для гибких упругих нитей [61 – 63] способа раскрытия статической 

неопределимости системы путем применения условия неразрывности дефор-

маций. Неизвестным в полученных уравнениях выступает безразмерный па-

раметр   21
5,0 EIHlu  , учитывающий геометрические, статические и физи-

ко-механические характеристики нити. Нахождение параметра u  произво-

дится из трансцендентного уравнения вида 

)(...)()()( 332211 uuuu ii 0)(...  unn ,                (1.6) 

где ni  ,...,,...,,, 321  – коэффициенты, зависящие от физических и гео-

метрических характеристик нити; ),...,(),...,(),(),( 321 uuuu i )(un  – 

трансцендентные функции, аргументом которых является параметр u . При 

расчете нити учитывается влияние на ее напряженно-деформированное со-

стояние различных воздействий: изменения температуры, смещения и нерав-

номерной осадки опор. 

Разработанная Г.А. Тартаковским [160], применительно к трубопровод-

ным переходам, методика расчета нитей конечной жесткости основана на из-

вестных дифференциальных зависимостях для растянуто-изогнутых стерж-

ней. При определении величины распора жесткость нити на изгиб не учиты-
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вается. Изгибающие моменты, действующие в поперечных сечениях нити, 

вычисляются независимо от распора как вторые производные от уравнения 

упругой линии нити. Такой подход является не совсем строгим и дает удо-

влетворительные результаты для ограниченного круга задач. 

Иной метод расчета предложил К.Н. Илленко [53]. Он условно расчле-

нил нить конечной жесткости на два компонента: абсолютно гибкую нить и 

изгибаемый элемент. При этом нагрузка распределяется между нитью и изги-

баемым элементом из условия равенства прогибов между ними по всей длине 

пролета. Напряжения в нити конечной жесткости определяются путем сум-

мирования напряжений в гибкой нити и изгибаемом элементе. Полученные 

таким путем формулы представляют собой сложные трансцендентные выра-

жения. Следует отметить, что указанная методика, как и методика Г.А. Тар-

таковского, дает удовлетворительные результаты лишь для ограниченного 

круга задач. 

Некоторым вопросам развития теории расчета нитей конечной жесткос-

ти посвящены также работы [51, 106, 146] и других ученых. 

Известно, что методы расчета в упругой стадии работы материала не 

позволяют выявить истинных запасов прочности конструкции. В большин-

стве случаев пластические деформации приводят к перераспределению и вы-

равниванию напряжений, а следовательно, и к повышению несущей способ-

ности сооружения. Указанное обстоятельство может дать особенно значи-

тельный эффект при расчете таких нелинейно деформируемых систем, как 

висячие. 

Основы теории пластичности были заложены Сен-Венаном и М. Леви, 

которые создали один из вариантов теории и вывели основные уравнения 

плоской деформации, а также А. Хааром, Т. Карманом, Г. Генки, Л. Прандт-

лем и Р. Мизесом, которые получили важные результаты по основным урав-

нениям теории пластичности и методам решения плоской задачи. 

Значительный вклад в развитие теории пластичности внесен 

Н.И. Безуховым [6], Дж.Н. Гудьером [35], А.А. Ильюшиным [54], Л.М. Кача-

новым [59], В.В. Новожиловым [111], В.Т. Койтером [79], В. Прагером [123], 

Л.И. Седовым [141], В.В. Соколовским [155], Ф.Г. Ходжем [35] и др. Ими 

разработаны новые теории, выполнены их анализ и экспериментальная про-

верка, развиты приближенные методы расчета и решены отдельные задачи. 

Одной из первых работ, посвященных упруго-пластическому расчету 

пластинок, можно считать монографию И.Г. Бубнова [17], в которой изуча-

лось их деформирование при шарнирном и жестком закреплении концов. Бы-

ло показано, что появление пластических деформаций в пластинке не исчер-

пывает ее несущей способности. Кроме того, экспериментально установлено, 

что жесткое закрепление концов на опорах заметно сказывается на характере 

деформирования пластинки только в упругой стадии, а за пределом упруго-

сти благодаря появлению вблизи опорных сечений пластического шарнира –

приближается к работе пластинки с шарнирным закреплением. 
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Первые работы по исследованию упруго-пластического изгиба балок 

также базировались на гипотезе пластического шарнира. Эту гипотезу широ-

ко использовали Л.М. Беленький [8], И.Л. Дикович [38], Н.Ф. Ершов [43–45], 

А.Р. Ржаницын [131], Я.Ф. Шаров [179], Б.Г. Нил [109], Ф.Г. Ходж [175], 

А.Г. Янг [222] и др., применяя два подхода к решению задачи. В первом под-

ходе полагается, что балка работает упруго вплоть до момента образования 

пластических шарниров. Текучесть же возникает лишь в местах их появления 

и не распространяется по длине балки. Предельная нагрузка определяется 

при этом из условия образования пластических шарниров в середине пролета 

и жестких опорных закреплениях. Второй подход заключается в рассмотре-

нии изгиба жестко-пластических балок без учета образования упруго-

пластических зон и упругих деформаций материала. Указанные подходы да-

ют возможность определить только предельные нагрузки и прогибы балки в 

области больших пластических деформаций и не позволяют оценить переме-

щения, а также характер и величину пластических деформаций балки. 

В работах Н.И. Безухова и О.В. Лужина [7], А.С. Борейко [15], Л.А. Галина [26], 

А.В. Геммерлинга [29], И.Л. Диковича [38], Н.Ф. Ершова [43 – 45], В.А. Пост-

нова [120], В.Н. Серова [142], Н.Н. Складнева [147], В.В. Сорокина [156], 

В.Е. Спиро [157], А.И. Стрельбицкой [159], Г.В. Тютюнина [170] и др. для ис-

следования напряженно-деформированного состояния балок за пределом 

упругости используются дифференциальные уравнения упруго-

пластического равновесия при изгибе. При такой постановке задачи считает-

ся, что по длине балки одновременно существуют участки, находящиеся в 

различных фазах деформирования – упругой, упруго-пластической с односто-

ронней текучестью и упруго-пластической с двусторонней текучестью. Для каж-

дого из этих участков записываются отдельные дифференциальные уравнения. 

Поскольку границы упруго-пластических зон, как по длине балки, так и в 

пределах поперечных сечений, изменяются в процессе нагружения, то их по-

ложение определяется из условий равенства внутренних и внешних усилий в 

сечениях с текучестью. 

И.Л. Диковичем [38] указанная задача решена в замкнутом виде. Им по-

лучены соотношения между кривизной оси балки и изгибающим моментом для 

наиболее распространенных типов профилей, а также рассмотрено большое 

количество частных примеров. Расчетные зависимости получены для балок 

из идеального упруго-пластического материала и для материала с линейным 

упрочнением. 

В работе [44] для упрощения интегрирования системы уравнений пред-

лагается задавать функцию прогиба. Кроме того, исследование упруго-плас-

тических балок проводилось также энергетическим методом, основанным на 

использовании обобщенной теоремы Кастильяно [43, 45]. 

В.Н. Серов [142] решает задачу вариационным методом Лагранжа-

Ритца. Функция прогиба балки задается им в виде ряда Фурье. Такой подход 

приводит к очень громоздкой и сложной системе трансцендентных уравне-

ний. Указывая на данный факт, автор предлагает ограничить количество чле-
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нов ряда функции прогибов двумя. 

Другой путь приближенного решения задачи избрал В.В. Сорокин [156]. 

Он использует для определения параметров напряженно-деформированного 

состояния упруго-пластической балки метод последовательных приближе-

ний, задавая в качестве исходного приближения упругое решение. Такой спо-

соб достаточно трудоемок и, как отмечает сам автор, не всегда может быть 

достигнута быстрая сходимость вычислительного процесса, например, для 

балок с небольшой жесткостью на изгиб. 

Различные численные методы для исследования работы балок за преде-

лом упругости использовалось в работах [15, 165, 205] и др. При этом в 

большинстве перечисленных работ на зависимость напряжения – деформация 

не накладываются какие-либо ограничения и интегралы, входящие в уравне-

ния, могут быть также вычислены численно. 

Исследованию нитей конечной жесткости за пределом упругости пос-

вящено сравнительно небольшое количество работ. К ним можно отнести 

работы И.Г. Людковского и А.Д. Федорова [93], В.Н. Шимановского и 

А.А. Соколова [202] и некоторые другие. 

Б.К. Немчинов при расчете нитей конечной жесткости за пределом 

упругости использует диаграмму напряжение – деформация жестко-

пластического материала. Как указывалось выше, такой подход дает хорошие 

результаты только в том случае, если возможно пренебречь упругими дефор-

мациями по сравнению с пластическими. 

И.Г. Людковский и А.Д. Федоров путем экспериментальных исследова-

ний установили, что разрушение висячих конструкций чаще всего происхо-

дит вследствие образования больших пластических деформаций вблизи 

опорных закреплений в случае их жесткого опирания. Аналогичное явление в 

висячих конструкциях может также происходить в местах приложения сосре-

доточенных нагрузок, как показано в работе [85]. 

В.Н. Шимановским и А.А. Соколовым разработан численный метод 

расчета упруго-пластических нитей конечной жесткости, основанный на ре-

шении нелинейной системы уравнений методом итераций. Благодаря исполь-

зованию дискретной математической модели нити удалось отказаться от 

необходимости определения границ зон текучести и приведенных жесткост-

ных характеристик. Авторами выполнены исследования нитей и показано 

влияние различных параметров на их напряженно-деформированное состоя-

ние. 

Для определения истинного характера деформирования конструкции за 

пределом упругости необходимо знать не только величину действующей 

нагрузки, но и закон ее изменения, т.е. учитывать историю нагружения. 

Обычно вследствие разных законов нагружения и разгрузки конструкция по-

сле снятия внешних сил не возвращается в исходное состояние и в ней появ-

ляются остаточные деформации. Этому вопросу применительно к работе ба-
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лок и нитей конечной жесткости посвящено небольшое количество работ [38, 

44, 45, 129, 202]. 



Глава 1 33 

 

И.Л. Дикович [38] решение задачи получил путем составления и вывода 

дифференциального уравнения изгиба, откорректированного для случая раз-

грузки. Установлены также зависимости между изгибающим моментом и 

кривизной при разгрузке упруго-пластических балок. Причем при выводе 

расчетных зависимостей полагалось, что в балке не возникают вторичные 

пластические деформации. Полученные соотношения были применены авто-

ром для определения остаточных прогибов упруго-пластической балки иде-

ального профиля при действии равномерно распределенной нагрузки. 

Указанная задача решена Н.Ф. Ершовым [44, 45] в той же постановке, 

только для балки прямоугольного поперечного сечения. В работе [129] опре-

деление остаточных прогибов при разгрузке сводится к численному решению 

системы линейных уравнений, а у В.Н. Шимановского и А.А. Соколова [202] 

– к решению системы нелинейных уравнений. При таком подходе круг задач, 

решение которых может быть получено сравнительно с небольшими затрата-

ми машинного времени, расширяется. Но даже здесь возникают свои трудно-

сти, основные из которых заключаются в способах линеаризации задачи и 

обеспечении сходимости итерационных решений. 

Как уже отмечалось, повышение прочностных характеристик материа-

лов обусловило широкое применение в строительстве экономичных и изящ-

ных тонкостенных традиционных и висячих конструкций. Для таких кон-

струкций роль расчетов на устойчивость существенно возрастает, т. к. их раз-

рушение чаще всего связано с потерей или общей устойчивости, или устой-

чивости составляющих конструкцию отдельных элементов. 

Первые исследования устойчивости балок выполнены Л. Прандтлем и 

А. Митчеллом, которые рассматривали упругую балку-полоску при действии 

сосредоточенных сил. Одной из первых публикаций, посвященных вопросам 

устойчивости, является работа С.П. Тимошенко [163], в которой он с помо-

щью энергетического метода исследует устойчивость плоской формы изгиба 

двутавровой балки силами, действующими в плоскости ее наибольшей жест-

кости. 

Позднее появляются работы Г. Вагнера [220], К. Вебера [221], П.М. Зна-

менского [49], Р. Каппуса [212], посвященные отдельным задачам устойчиво-

сти тонкостенных стержней. При этом, как указывалось В.З. Власовым [23], 

для достижения цели использовались далеко не равноценные расчетные 

предпосылки, приемы и методы решения. В результате были допущены 

ошибки при выводе уравнений, описывающих процесс потери устойчивости 

стержней, подверженных действию поперечных нагрузок. 

В 30-х годах XX века начинается интенсивная разработка теории устой-

чивости тонкостенных стержней отечественными учеными. Наиболее общая, 

глубоко обоснованная теория тонкостенных стержней открытого профиля 

была разработана В.З. Власовым [23]. Введя гипотезы об отсутствии сдвигов 

в срединной поверхности и о недеформируемости контура поперечного сече-

ния стержня в своей плоскости, В.З. Власов значительно упростил уравнения 

теории цилиндрических оболочек, установил общий закон распределения 
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нормальных напряжений в поперечном сечении тонкостенного стержня при 

совместном изгибе и кручении. Он разработал общий метод определения ко-

ординат центра изгиба и выявил новые геометрические характеристики сече-

ния. Наряду с вопросами прочности В.З. Власовым была рассмотрена и 

устойчивость тонкостенных стержней открытого профиля произвольного по-

перечного сечения. 

Исследования В.З. Власова были положены в основу многих работ, по-

священных вопросам прочности и устойчивости тонкостенных стержней. 

При этом большое внимание уделялось исследованию влияния на устойчи-

вость места расположения нагрузок по высоте сечения балки, характера 

опорных закреплений и других факторов [16, 20, 24, 39, 58, 151, 207]. 

Получение точного решения задач устойчивости путем интегрирования 

дифференциальных уравнений представляется довольно проблематичным. В 

некоторых простых случаях точное решение удается получить с помощью 

функций Бесселя, значительная часть которых табулирована. В отдельных 

случаях решение соответствующих уравнений устойчивости удается полу-

чить в бесконечных рядах. Поэтому при рассмотрении описанных выше задач 

достаточно большое внимание уделяется методам их решения. Эти вопросы 

нашли отражение в трудах Н.А. Алфутова [2], В.В. Болотина [12], 

В.М. Броуде [16], Д.В. Бычкова [20], В.З. Власова [23], А.С. Вольмира [24], 

А.Н. Динника [39], Н.И. Карякина [58], Н.В. Корноухова [82], 

Р.Р. Матевосяна [94], Я.Г. Пановко и И.И. Губановой [115], И.М. Рабиновича 

[127], А.Р. Ржаницына [134], А.Ф. Смирнова [148], Н.К. Снитко [151], 

С.П. Тимошенко [163], Ю.И. Ягна [207] и др. 

Задачи определения критического параметра нагрузки для балок, рас-

крепленных связями из плоскости изгиба, имеют важное практическое значе-

ние. Достаточно отметить, что в современных конструкциях отдельно стоя-

щие балки почти не встречаются. Обычно они связаны между собой системой 

связей в виде прогонов или плит. 

Первая попытка решения указанной задачи принадлежит С.П. Тимо-

шенко [163], который считал, что связи влияют на упругое сопротивление 

закручиванию поперечных сечений. В дальнейшем эту же задачу рассматри-

вали В.В. Болотин [12], Г.П. Бурчак [19] и А.Р. Ржаницын [134], включившие 

в расчет угол поворота поперечного сечения как жесткого целого без учета 

деформаций контура. Как правило, в указанных публикациях оговаривалась 

постановка задачи, рассматривались простейшие частные случаи работы рас-

крепленных балок и только указывались пути получения общего решения. 

В последнее время в связи с применением в покрытиях зданий и соору-

жений висячих ферм с развитым в вертикальной плоскости поперечным се-

чением, расчетной моделью которых является нить конечной жесткости, воз-

никла необходимость их расчета на устойчивость плоской формы изгиба. 

Этой проблеме посвящено незначительное количество работ [50, 174]. 
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Ю.Г. Фридман, используя полученные В.З. Власовым общие дифферен-

циальные уравнения устойчивости тонкостенных стержней, рассмотрел нес-

колько частных случаев загружения нитей конечной жесткости при различ-

ных граничных условиях. С учетом весьма приближенных исходных предпосы-

лок ему удалось получить расчетные зависимости, связывающие внешнюю 

нагрузку с жесткостными и геометрическими параметрами поперечного се-

чения нити, а также с действующим в ней в критическом состоянии распором. 

И.М. Зотова, рассматривая равновесие отклоненного состояния беско-

нечно малого элемента нити, получила систему интегро-дифференциальных 

уравнений, описывающих устойчивость плоской формы изгиба нитей конеч-

ной жесткости. Поскольку точное решение полученной системы уравнений 

получить не представлялось возможным, она нашла приближенное решение, 

используя для этого вариационный метод Бубнова-Галеркина. В результате 

удалось получить весьма сложное нелинейное алгебраическое уравнение пя-

той степени относительно критического прогиба нити, т.е. прогиба, при кото-

ром плоская форма деформации перестает быть устойчивой. Зная значение 

критического прогиба, без труда можно определить величину внешней 

нагрузки, вызвавшей этот прогиб. 

Как было отмечено выше, в современных конструкциях часто допуска-

ются пластические деформации, а расчет нередко ведется по предельным 

нагрузкам. Так как в раскрепленных связями в горизонтальной плоскости 

балках и нитях можно ожидать достижения внешней нагрузкой критического 

значения ранее предельного, то вопрос об устойчивости плоской формы из-

гиба в упруго-пластической области приобретает важное значение. Задачи 

пластического выпучивания не только нитей конечной жесткости, но и балок 

в наиболее общем виде до настоящего времени точно не решены. В литерату-

ре имеются только отдельные работы, в которых рассматриваются решения 

задач устойчивости плоской формы изгиба балок в пластической области. 

Например, в работах Л.М. Качанова [59, 60] и Б.Г. Нила [109] задача устой-

чивости упруго-пластической балки сводится к задаче устойчивости упругой 

балки с соответствующими приведенными жесткостными характеристиками 

поперечного сечения. При этом материал балки считается идеальным упруго-

пластическим, а поперечное сечение – прямоугольным. Некоторые частные 

вопросы устойчивости плоской формы изгиба балок за пределом упругости 

нашли отражение в статьях [13, 210, 214]. 

В последнее время наряду с классическими аналитическими методами 

стали широко применять численные методы, ориентированные на макси-

мальное использование вычислительной техники [3, 14, 22]. Вопросам внед-

рения вычислительных машин в практику исследования, расчета и проекти-

рования строительных конструкций посвящено довольно много работ. В ряде 

публикаций приведены обзоры исследований, намечаются перспективы даль-

нейшего развития применения вычислительной техники. К ним относятся труды 

А.В. Александрова, Б.Я. Лащеникова, Н.Н. Шапошникова и В.А. Смирнова [1], 

Дж. Аргириса [3], А.Ф. Смирнова [148], А.П. Филина [173] и др. 
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Численные методы нашли широкое применение в исследованиях таких 

сильнонелинейных систем, как висячие. В работах [10, 40, 61, 62, 88, 103] 

определение усилий и перемещений предлагается производить методом по-

следовательных приближений. Л.Г. Дмитриевым [41] был разработан метод 

многоступенчатого нагружения, идея которого принадлежит В.З. Власову [23]. 

Суть метода сводится к получению решения системы нелинейных уравнений 

путем решения рекуррентных систем линейных уравнений при условии, что 

на каждом шаге расчета нагрузка прикладывается к конструкции достаточно 

малыми порциями и каждое предыдущее состояние принимается при этом за 

исходное. При таком подходе к решению задачи одновременно обеспечива-

ется справедливость применяемых общих принципов линейной строительной 

механики и теории упругости. 

К числу методов, нашедших за последние годы применение в инженер-

ной практике, следует отнести метод сеток (метод конечных разностей), ва-

риационно-разностный метод и метод конечных элементов. Все эти методы, 

используя те или иные приемы, сводят решение континуальной задачи к ре-

шению систем уравнений высокого порядка. Из перечисленных методов осо-

бенно широкое применение нашел отличающийся своей универсальностью, 

физической наглядностью и высокой алгоритмичностью метод конечных 

элементов (МКЭ). Как уже отмечалось, метод основан на идее кусочной ап-

проксимации непрерывных полей, в результате чего среда представляется 

дискретной моделью с конечным числом степеней свободы [27, 112]. Идея 

дискретизации конструкции возникла сначала на основе общих дискретных 

методов строительной механики, а позднее на основе метода Ритца с исполь-

зованием принципа минимума потенциальной энергии. Широкие возможно-

сти использования методов дискретизации открылись с появлением быстро-

действующих ЭВМ. В шестидесятые и начале семидесятых годов прошлого 

века многие ученые посвятили свои труды распространению МКЭ, его разви-

тию и теоретическому обоснованию расчетов конструкций сложных конфи-

гураций. К ним относится А.В. Александров [1, 148], З.И. Бурман [18], 

П.М. Варвак [100], В.Н. Гордеев [33], А.С. Городецкий [21], В.Н. Кислоокий 

[70, 73, 75, 139], В.Г. Корнеев [81], Б.Я. Лащеников [1], Ю.И. Немчинов [108], 

А.В. Перельмутер [33, 117], В.А. Постнов [121, 122], Л.А. Розин [135, 136], 

А.С. Сахаров [21, 73, 138, 139], А.Г. Угодчиков [101], И.Я. Хархурим [122], 

Н.И. Шапошников [1, 148], Дж. Аргирис [3], Р. Галлагер [27], Ж. Деклу [36], 

О. Зенкевич [47], Дж. Оден [112] и др. В эти и последующие годы появился 

ряд работ по расчету строительных конструкций [3, 18, 21, 148], были выпу-

щены монографии [27, 36, 47, 81, 108, 112, 121, 136, 139], специальные сбор-

ники [100, 101] и библиографические справочники [5, 102]. 

Несмотря на то, что за последние годы появилось довольно много пуб-

ликаций, посвященных МКЭ и его применению при решении задач механики, 

в них не нашли отражения все многочисленные аспекты, связанные с быстро 

развивающимся методом конечных элементов [5, 27, 102, 139]. Например, 

при применении МКЭ в геометрически нелинейной постановке к расчету ви-
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сячих систем несущие элементы последних аппроксимируются, как правило, 

стержнями, работающими на растяжение–сжатие [48, 112, 136, 139]. При 

этом жесткостью элементов на изгиб пренебрегают. Вместе с тем, как пока-

зано в [61, 62, 67, 103, 199], именно изгибная жесткость элементов может 

оказать существенное влияние на работу конструкции под нагрузкой. Сведе-

ний же о расчете с помощью МКЭ в геометрически нелинейной постановке 

висячих систем повышенной жесткости, расчетной моделью которых служит 

нить конечной жесткости, в литературе практически не имеется. 

Экспериментальные исследования висячих систем повышенной жесткос-

ти весьма малочисленны. Можно указать лишь на исследования нитей ко-

нечной жесткости [107, 118, 199–201], а также на исследования висячих ферм 

конечной жесткости [50]. 

Б.К. Немчиновым [107] были проведены испытания нитей конечной 

жесткости в виде стальных стержней круглого и квадратного поперечных се-

чений. При испытаниях варьировалась стрела провисания нитей. Для испы-

таний, выполненных И.П. Петровым и В.В. Спиридоновым [118], в качестве 

опытных образцов нитей были приняты трубы. При этом, так же как и ранее, 

варьировалась стрела провисания нити. Особенностью испытаний было то, 

что здесь наряду со статическими нагрузками учитывалось влияние внутрен-

него давления на общее напряженно-деформированное состояние трубы. 

Наиболее полные испытания нитей конечной жесткости были проведены 

В.Н. Шимановским, Ю.В. Смирновым и Р.Б. Харченко [199–201]. В качестве 

образцов нитей применяли трубы, а варьируемыми параметрами были приня-

ты площадь сечения нити и стрела ее провисания. Трубы испытывали на вер-

тикальные и горизонтальные симметричные и несимметричные загружения 

при шарнирном и жестком закреплении концов. В результате испытаний по-

лучены зависимости прогибов, углов поворота поперечных сечений и дей-

ствующих в нити изгибающих моментов при различных схемах загружения и 

условиях закрепления на опорах, а также оценено влияние различных факто-

ров (жесткость на изгиб, стрела провисания, граничные условия) на напря-

женно-деформированное состояние нитей конечной жесткости. 

В работе [50] приведены результаты испытаний фермы конечной жест-

кости, представляющей собой двухпоясную висячую систему с параллель-

ными поясами. В качестве верхнего пояса фермы использовался стальной 

канат, а нижний пояс был выполнен из двух уголков, образующих тавровое 

сечение. Ферма испытывалась на действие различных вертикальных нагрузок 

при шарнирном и жестком закреплении опорных сечений. В результате ис-

пытаний получены зависимости прогибов и усилий в поясах фермы при раз-

личных схемах нагружения. 

Анализ результатов исследований, проведенный авторами указанных 

выше работ, в целом показал удовлетворительное совпадение теоретических 

решений с данными экспериментов. Однако если при действии распределен-

ных симметричных нагрузок погрешность в определении параметров напря-

женно-деформированного состояния нити конечной жесткости обычно до-



38 Глава 1 

 

статочно мала, то при действии сосредоточенных и в особенности несиммет-

ричных нагрузок она несколько возрастает. На величине погрешности сказы-

ваются и некоторые другие факторы. Например, уменьшение жесткости нити 

или увеличение стрелы ее провисания также приводит к относительному воз-

растанию величины погрешности существующих теоретических решений. 

§ 1.3. Задачи исследований 

Как следует из приведенного обзора, висячие системы повышенной 

жесткости получили достаточно широкое применение при строительстве 

промышленных и гражданских зданий, а также инженерных сооружений. 

При этом в зависимости от функционального назначения сооружения основ-

ное внимание уделяется той части расчета висячей системы, которая обеспе-

чивает выполнение предъявляемых к конструкции эксплуатационных требо-

ваний. Например, если при расчете висячего трубопроводного перехода ос-

новное внимание уделяется обеспечению несущей способности и жесткости 

пролетного строения, то при исследовании применяемых в покрытиях зданий 

и сооружений висячих ферм повышенной жесткости необходимо выполнить 

расчет и на устойчивость плоской формы изгиба, поскольку потеря устойчи-

вости хотя бы одной фермой может привести к потере эксплуатационных 

свойств и даже разрушению всего сооружения. Причем соответствующая 

этому критическая нагрузка может быть существенно меньше предельной, 

полученной по обычному расчету на прочность для первоначальной формы 

равновесия. 

Работы, посвященные исследованиям прочности и деформативности 

нитей конечной жесткости, появились в основном в последние четыре деся-

тилетия. В этих работах для определения параметров напряженно-дефор-

мированного состояния нити используется метод последовательных прибли-

жений, с помощью которого решается или дифференциальное уравнение из-

гиба, или уравнение неразрывности деформаций, связывающее длины нити в 

исходном и деформированном состояниях. Вследствие значительной нели-

нейности задачи расчетные зависимости имеют довольно громоздкий вид, а 

их решение представляет собой трудоемкий процесс. 

Очень мало работ посвящено расчету висячих конструкций повышен-

ной жесткости на устойчивость плоской формы изгиба и еще меньшее – рас-

чету с учетом пластических свойств материала. 

Недостаток теоретических разработок и приближенность существую-

щих методов расчета указанных систем сказываются не только при исследо-

вании напряженно-деформированного состояния реальных конструкций, но и 

при их проектировании. Все это привело к тому, что в процессе эксплуатации 

в несущих конструкциях ряда сооружений возникли чрезвычайно большие 

напряжения. Некоторые сооружения, в том числе и ряд уникальных, обруши-

лись [64, 118, 198]. 
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С другой стороны, ошибки проектировщиков даже в таком на первый 

взгляд достаточно простом вопросе, как отнесение нити к категории абсо-

лютно гибких или конечной жесткости приводят к не меньшим последстви-

ям. Ориентация только на одну величину жесткости нити на изгиб не позво-

ляет решить, по какой из теорий необходимо вести расчет. Как указывается в 

[62], в подобных случаях к расчету нити следует подходить комплексно. 

Проведенный анализ построенных и запроектированных зданий и ин-

женерных сооружений с применением висячих систем показал, что во многих 

из них были приняты не лучшие конструктивные решения. При реализации 

проектов не использовалась, к сожалению, большая часть присущих висячим 

конструкциям потенциальных возможностей, что привело к чрезмерному 

усложнению схемы сооружения, увеличению его материалоемкости, стоимо-

сти и сроков строительства. 

Таким образом, актуальным является: 

1. Создание уточненной теории расчета прочности и устойчивости не-

сущих элементов висячих систем повышенной жесткости в упругой и пла-

стической стадиях работы материала на произвольные нагрузки и воздей-

ствия, а также разработка простых и удобных для практического использова-

ния инженерных методов расчета. 

2. Совершенствование некоторых висячих систем в области конструк-

тивных форм, способов и приемов монтажа для более полного использования 

присущих им преимуществ при проектировании и возведении зданий и со-

оружений. 



ГЛАВА 2 

ВИСЯЧИЕ СИСТЕМЫ.  ТИПЫ И ОСОБЕННОСТИ 

 

История развития большепролетных пространственных висячих систем 

свидетельствует, что именно русский ученый В.Г. Шухов не только впервые 

в мировой практике выдвинул идею висячих систем с эффективным исполь-

зованием работы материала на растяжение, но и успешно ее реализовал при 

строительстве покрытий многих зданий и сооружений. В последующие годы 

конструктивные решения и принципы расчета висячих систем постоянно со-

вершенствовались; был накоплен определенный теоретический и практиче-

ский опыт, разработаны оригинальные проекты их применения при возведе-

нии многих промышленных и гражданских зданий и инженерных сооруже-

ний. В последнее время в практике отечественного строительства указанные 

системы не находят должного применения. Этому есть много объективных 

причин как экономического, так и практического характера. В частности, 

можно указать на отсутствие надежных методик расчета и достоверных дан-

ных о поведении большепролетных пространственных висячих систем с уче-

том новых, выдвигаемых жизнью, требований к объемно-планировочным 

решениям, архитектурным формам, технологиям возведения и эксплуатации 

и т.п. 

Однако только с использованием большепролетных пространственных 

висячих систем удается создать при минимальном расходе материалов проч-

ные, достаточно жесткие и надежные в эксплуатации системы [41, 65, 91, 113, 

188, 193, 198, 215]. Поэтому рассматриваемые системы безоговорочно явля-

ются наиболее прогрессивными не только в техническом отношении, но и с 

экономической точки зрения, поскольку часто позволяют снизить расход ма-

териалов на 1 м2 площади по сравнению с широко применяемыми в строи-

тельстве плоскостными системами [66, 103, 167, 188, 198]. 

Используемые в практике строительства большепролетные простран-

ственные висячие системы весьма разнообразны по своему назначению, 

структуре, форме, применяемым материалам, принципам конструирования, 

технологии изготовления, условиям эксплуатации. Поэтому в данной работе 

внимание уделено лишь некоторым основным типам большепролетных про-

странственных висячих систем (как правило, являющихся по характеру своей 

работы сильнонелинейными системами), нашедшим применение в настоящее 

время или заслуживающим, по мнению авторов, внимания специалистов. 

§ 2.1. Покрытия зданий и сооружений 

Развитие производств с гибкой технологией, совершенствование про-

мышленного оборудования, появление агрегатов большой единичной мощно-

сти, укрупнение общественных центров и сооружений спортивного назначе-

ния, защищенных от атмосферных воздействий, требуют зданий со значи-
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тельными объемами, свободными от несущих конструкций, и соответственно 

эффективных большепролетных покрытий. Такие покрытия должны быть 

легкими, технологичными в изготовлении и монтаже, допускать применение 

эффективных типов кровли, подвесных крановых путей, отвечать архитек-

турно-композиционному замыслу и иметь высокие эксплуатационные каче-

ства. Поэтому в строительстве промышленных и гражданских зданий наме-

тилась тенденция к замене традиционных конструктивных решений новыми, 

отвечающими современным требованиям проектирования. Особый интерес 

вызывают большепролетные пространственные конструкции, в том числе и 

висячие покрытия, широко применяемые в различных областях народного 

хозяйства. Их характерной особенностью является то, что пролетные кон-

струкции работают в основном на растяжение, что позволяет использовать 

самые прочные стали и перекрывать практически неограниченные пролеты 

при сравнительно небольшом расходе материала на несущие и ограждающие 

конструкции. 

Висячие покрытия представляют собой пространственные системы, об-

разованные пролетными несущими и ограждающими конструкциями, вос-

принимающими внешние нагрузки, и опорными конструкциями, работаю-

щими во взаимодействии с пролетными и воспринимающими их реакции. 

Как правило, опорные конструкции являются элементами несущего каркаса 

здания. 

В практике строительства применяются вантовые системы, мембранные 

покрытия, висячие оболочки и комбинированные системы. В вантовых си-

стемах, в отличие от оболочек, не обеспечивается совместная работа ограж-

дающих конструкций с опорным контуром. В комбинированных системах 

характер работы ограждающих конструкций может быть различным. 

Опыт строительства показывает, что наиболее экономичными являются 

висячие покрытия, опорные конструкции которых работают в основном на 

сжатие. Естественной формой таких покрытий в плане является круг или 

правильный многоугольник. Такое очертание обеспечивает также наиболь-

шую несущую способность пролетных конструкций при прочих равных 

условиях, поэтому покрытия рассматриваемого типа в общем объеме возве-

денных зданий и сооружений с висячими покрытиями составляют значитель-

но большую часть по сравнению с другими типами покрытий. Однако даже в 

круглых в плане зданиях на опорные конструкции уходит около 50 % от рас-

хода материала на покрытие. Поэтому снижение материалоемкости опорных 

конструкций в зданиях с висячими покрытиями является одной из важных 

задач. 

Отказ от круглого плана и переход к строительству зданий с традицион-

ным прямоугольным планом связан, как правило, с дополнительным расходом 

материала. При выборе рациональной конструкции покрытия с прямоуголь-

ным планом дополнительный расход материала можно свести к минимуму. 
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При проектировании висячих покрытий очень важен выбор геометрии 

поверхности покрытия. Получили распространение покрытия с положитель-

ной, отрицательной и нулевой гауссовой кривизной. Наряду с простыми по-

верхностями, описываемыми элементарными функциями, применяются так-

же различного рода составные поверхности, имеющие переломы по линиям 

сопряжения простых поверхностей. Характер поверхности покрытия в значи-

тельной степени определяет его деформативность, применение того или ино-

го метода напряжения вантовой сети и пр. 

Не менее важен также выбор схемы и структуры вантовой сети. Приме-

няются регулярные (закон образования структуры, сети которой одинаковы 

по всей поверхности) и нерегулярные вантовые сети, образованные одним 

или несколькими семействами несущих элементов (гибких нитей, нитей ко-

нечной жесткости и т.п.). Однослойные сети из одного семейства вант (па-

раллельных в прямоугольных в плане зданиях и радиальных в круглых) 

вследствие большой кинематической податливости применяются, как прави-

ло, в виде арматуры висячих оболочек. Двухслойные сети, образованные пе-

ресечением двух семейств кривых, применяются в основном для вантовых 

систем. Наибольшее распространение получили сети из одного и двух се-

мейств вант. Сети из трех и более семейств вант встречаются реже. 

Пролетная конструкция висячих покрытий выполняется, за редким 

исключением, предварительно напряженной. Усилия предварительного 

напряжения могут передаваться на опорный контур, а также на конструкции 

ограждения. 

Вантовые сети проектируют из стальных канатов, пучков высокопроч-

ной проволоки, арматурных стержней, а также из листового и профильного 

металла. 

Одним из условий, оказывающих определяющее влияние на выбор типа 

конструкций покрытий, является удовлетворение функциональных особенно-

стей зданий. Если для гражданских зданий этим требованиям соответствуют 

многие типы висячих покрытий, то для промышленных зданий средних и 

больших пролетов – в основном покрытия с разомкнутым опорным контуром 

(цилиндрические оболочки, подвесные и комбинированные). Для зданий 

пролетом 24...48 м и более конкурентоспособными являются покрытия с за-

мкнутым опорным контуром, не работающим на изгиб, а также покрытия 

с внешне безраспорной пролетной частью. 

В зависимости от назначения здания с вантовыми покрытиями могут 

иметь самые разнообразные очертания в плане: прямоугольное, квадратное, 

овальное, многоугольное, круглое, комбинированное (состоящее из прямоли-

нейных и криволинейных участков) и др. В большом диапазоне могут изме-

няться пролеты и высота отдельных частей зданий, радиусы кривизны по-

верхности и другие параметры. 

Ниже приведены некоторые данные, которыми руководствуются при 

выборе отдельных параметров зданий с вантовыми покрытиями [41, 103]. 
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Размер пролета. В отличие от балочных конструкций в несущих эле-

ментах вантовых систем усилие (распор) увеличивается пропорционально 

величине пролета. Однако если не ограничивать высоту опорных конструк-

ций и соответствующим образом подбирать стрелу провисания несущих эле-

ментов, можно добиться того, что распор в них не будет расти с увеличением 

пролета. Поэтому в зданиях с вантовыми покрытиями величина пролета не 

сказывается так существенно на материалоемкости пролетных конструкций, 

как в балочных системах. 

Расположение опор. В прямоугольных однопролетных зданиях опоры, 

как правило, располагаются по периметру здания, а в многопролетных – ли-

нейно (строчечно) и в шахматном порядке (в зависимости от типа вантовой 

сети). В овальных, многоугольных и круглых зданиях опоры могут распола-

гаться как по периметру зданий, так и в центре. Покрытия с одной централь-

ной опорой (шатрового типа) позволяют вдвое уменьшить пролет и заметно 

снизить расход материалов как на ванты, так и на внутренний и наружный 

опорные контуры. Особенно целесообразно применять такие решения при 

строительстве зданий в районах с просадочными грунтами, поскольку можно 

всю нагрузку от покрытия передать на центральную опору и не бояться про-

садок опор, поддерживающих наружный опорный контур. 

Встречаются покрытия с овальным, многоугольным и круглым планами 

с опорой не в центре покрытия, с двумя и большим числом опор, располо-

женных внутри здания. Однако такие решения, как правило, менее эффектив-

ны, особенно в части трудоемкости работ. 

Форма и число опорных контуров. Прямоугольные однопролетные зда-

ния выполняются в основном с замкнутым опорным контуром. Реже встре-

чаются здания с разомкнутым опорным контуром. В последнее время приме-

няются также решения с внутренними распорками, расположенными по диа-

гоналям здания. В вертикальной плоскости замкнутый опорный контур вы-

полняется прямолинейным, многоугольным или криволинейным. В послед-

них двух случаях очертание опорного контура принимается в соответствии с 

кривой провисания несущей пролетной конструкции. В однопролетных зда-

ниях с разомкнутым опорным контуром последний выполняется прямоли-

нейным или с небольшим уклоном, обеспечивающим при одной и той же 

стреле провисания несущих элементов сток воды с покрытия. 

Прямоугольные многопролетные, особенно промышленные здания ча-

ще всего проектируются с разомкнутым опорным контуром. Реже применя-

ются решения с замкнутым опорным контуром, расположенным по перимет-

ру отдельных ячеек – в зданиях с крупной сеткой колонн: 2424, 2436, 

3636 и более. 

В овальных покрытиях опорный контур может быть из одного или не-

скольких аркообразных элементов различного очертания в плане и профиле. 

При увеличении числа аркообразных элементов они в пределе образуют за-

мкнутый кольцевой опорный контур. 
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Одно- и многопролетные прямоугольные и круглые здания с жесткими 
висячими оболочками, как правило, устраиваются с одним опорным конту-
ром. В легких предварительно напряженных вантовых системах эффектив-
ными могут оказаться решения с двумя опорными контурами. В ряде случаев 
находят применение многокольцевые системы, в которых каждое последую-
щее за наружным опорным контуром кольцо в виде циклической рамы опи-
рается на нижний ярус вант и воспринимает распор от их верхнего яруса. 

Рассмотрим некоторые типы поверхностей вантовых покрытий, образо-
ванных из одного или нескольких семейств несущих элементов, для зданий 
с прямоугольным планом. 

Одной из наиболее распространенных форм поверхностей является по-
верхность, образованная кривой провисания несущих элементов. Покрытия с 
такой поверхностью называются цилиндрическими. Эти покрытия образуют-
ся системой параллельных в плане вант. 

В вантово-балочных системах (рис. 2.1, а, б, в) по вантам укладывают 
прямолинейные, двухскатные и криволинейные балки, а по ним – легкие 
ограждающие конструкции. Поскольку при больших пролетах отвод воды с 
кровли вдоль пролета затруднен, применяются в основном решения с двух-
скатными или криволинейными балками. 

Покрытия в виде оболочек состоят из параллельных вант (встречаются 
также системы, в которых ванты расходятся под некоторым углом) и омоно-
личенных с ними железобетонных плит (рис. 2.1, г). Для повышения трещи-
ностойкости оболочки выполняют предварительно напряженными. В таких 
покрытиях можно несколько уменьшить расход металла на ванты (на 
10...15 %), если изготавливать плиты с выпущенной за пределы поперечных 
ребер, расположенных параллельно вантам, арматурой, а затем сварить вы-
пуски из смежных плит между собой, а выпуски из крайних приварить к 
опорному контуру. 

С целью уменьшения деформативности пролетную конструкцию в пок-
рытиях цилиндрического типа выполняют в виде висячих ферм конечной 
жесткости, как, например, покрытие Олимпийского плавательного бассейна 
в г. Москве (рис. 2.1, е) [103, 167]. 

В многопролетных зданиях с вантовыми покрытиями, особенно с лег-
ким кровельным ограждением, применяются различного рода двухпоясные 
системы с решеткой в виде вертикальных растяжек или стоек, а также фермы 
с треугольной решеткой (рис. 2.1, ж, з, и, к). При сравнительно небольших 
пролетах целесообразно применять конструкции со сжатыми стойками (в ви-
де рыбок), при средних и больших пролетах – решетку, состоящую из сжатых 
стоек и растяжек, и для всего диапазона пролетов – треугольную решетку. 

Многие здания с прямоугольным планом строятся с так называемыми 
подвесными покрытиями, несущие элементы которых находятся над поверх-
ностью кровли. В качестве несущей системы в подвесных покрытиях приме-
няются радиально-вантовые системы, одно- и двухцепные системы с различ-
ной решеткой, расположенные вдоль или поперек пролета здания, и др. 
(рис. 2.1, л, м). Поверхность кровли в таких покрытиях может быть плоской, 
одно-, двух- или четырехскатной. 
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Рис. 2.1. Схемы висячих покрытий на прямоугольном плане: 

а–в – из свободно провисающих вант и балок; г, д – из свободно провисающих 

и предварительно напряженных вант; е – с висячими фермами конечной жесткости; 

ж–к – с двухпоясными вантовыми фермами; л, м, н – с подвесными кровлями 
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Представляется перспективной конструкция покрытия, показанная на 

рис. 2.2, ж. Здесь вантовая сеть выполняется из параллельных и радиальных 

вант. Параллельные ванты крепятся к затяжкам, которые поддерживаются в 

проектном положении выходящими из углов опорного контура радиальными 

вантами. Такая вантовая сеть целесообразна и для многопролетных зданий с 

разомкнутым опорным контуром, т. к. она позволяет увеличить расстояние 

между анкерными опорами и при установке на промежуточные колонны 

ферм пролетом, равным расстоянию между анкерными опорами, дает воз-

можность образовать крупную сетку колонн. В промышленных зданиях бла-

годаря этому можно более рационально разместить производственное обору-

дование и на 6...15 % увеличить мощность предприятий без повышения сто-

имости строительства [66]. 

С точки зрения удовлетворения требований, предъявляемых к покрыти-

ям промышленных зданий, достаточно эффективно решение, приведенное на 

рис. 2.2, з. Пролетная конструкция такого покрытия выполняется из парал-

лельных сторон опорного контура ферм, объединяемых на монтаже в замкну-

тые прямоугольники. Фермы поддерживаются в проектном положении диа-

гональными вантами. На верхний пояс ферм укладываются плиты покрытия, 

образующие жесткий диск, препятствующий потере устойчивости опорного 

контура в горизонтальной плоскости. Такие покрытия допускают устройство 

малоуклонной кровли и подвесного транспорта. Их можно возводить при 

строительстве как однопролетных, так и многопролетных зданий. 

Положив в основу описанную выше конструкцию покрытия, можно, 

удлинив фермы, образующие внутренний опорный контур, до наружного 

контура и установив на них дополнительные фермы, получить другое реше-

ние пролетной части (рис. 2.2, и). Если при этом до прикрепления концов 

ферм к наружному опорному контуру пригрузить последние, то можно суще-

ственно облегчить как фермы, так и наружный опорный контур путем пере-

распределения усилий. Наружный опорный контур в таких покрытиях будет 

работать как балка на упруго-податливых опорах, причем от действия реак-

тивных усилий концов ферм он будет приподниматься вверх. 

Во многих зданиях с замкнутым опорным контуром, как и в большепро-

летных многопролетных зданиях с разомкнутым опорным контуром, целесо-

образно применять покрытия с легкими ограждающими конструкциями [194]. 

Для уменьшения деформаций от временных нагрузок такие покрытия необ-

ходимо проектировать со стабилизированной формой поверхности. Наиболее 

просто вопросы стабилизации поверхности покрытий решаются при приме-

нении двухпоясных вантовых систем. Одна из таких систем покрытия пока-

зана рис. 2.2, к. Верхний и нижний пояса ферм покрытия крепятся к распорке 

в пределах опорного контура. Распорку одним концом присоединяют к кана-

ту-подбору, закрепленному в углах опорного контура, а другим опирают на 

опорный контур через катки или прокладки из антифрикционного материала 

(например, фторопласта). При этом обеспечивается раздельная передача со-

ставляющих опорной реакции вантовой фермы: вертикальной – на колонны, 
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поддерживающие опорный контур, горизонтальной – на канат-подбор. Бла-

годаря этому на контур не передается поперечная нагрузка и он работает в 

основном на сжатие. 

 

Рис. 2.2. Схемы вантовых сетей в прямоугольных зданиях 

с замкнутым опорным контуром: 

а, б – с канатами-подборами; в – с двумя диагональными элементами; г – с одним 

диагональным элементом; д – с одним диагональным элементом переменного 

сечения по длине; е – с оттяжками; ж – с затяжками; з – с дополнительным 

внутренним опорным контуром; и – с дополнительным внутренним опорным 

контуром и фермами; к – с распорками и канатами и канатами-подборами 

Рассмотрим некоторые типы поверхностей вантовых покрытий зданий 

криволинейного очертания в плане [113, 152]. Покрытия таких зданий чаще 

всего имеют сложную поверхность, образованную двумя и более семейства-

ми вант (рис. 2.3). Обычно поверхности таких покрытий не являются кусоч-

но-гладкими. В основе отдельных элементарных ячеек, составляющих по-

верхность покрытия, лежит, как правило, поверхность гиперболического па-

раболоида. В таких покрытиях вантовая сеть выполняется предварительно 

напряженной. В качестве ограждающих конструкций применяется профили-

рованный настил, металлические или алюминиевые панели с минераловат-

ным утеплителем. 
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Рис. 2.3. Схемы висячих покрытий зданий криволинейного очертания в плане: 

а, б – с жесткими поперечными элементами и балками; в–ж – то же, седловидные 

Из всех видов висячих покрытий наибольшее распространение получи-

ли покрытия с круглым планом, особенно шатрового типа [65, 84]. 

В построенных покрытиях вантовая сеть принята одно- или двухслой-

ной, как правило, радиальной и радиально-кольцевой систем (рис. 2.4). В пос-

ледние годы нашли применение также мембранные покрытия, в том числе из 

алюминиевых переплетенных лент (рис. 2.4, в). Ортогональная и особенно 

косоугольная вантовые сети не получили широкого распространения. Объяс-

няется это тем, что при одних и тех же исходных данных расход материала на 

ванты на единицу площади горизонтальной проекции покрытия с радиальной 

сетью в 1,5 раза меньше, чем с ортогональной. Косоугольная сеть по эффек-

тивности несколько уступает ортогональной. 
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Рис. 2.4. Схемы висячих покрытий на круглом плане: 

а–г – однослойные; д, е – двухслойные 

С целью уменьшения числа типоразмеров ограждающих конструкций 

была предложена радиально-вантовая система с дополнительными парал-

лельными вантами, расположенными на одинаковом расстоянии (рис. 2.5, а). 

В таких покрытиях стрелы провисания дополнительных вант подбираются 

так, чтобы поверхность покрытия опиралась по кривой провисания основных 

вант [198]. 

Уменьшить число типоразмеров плит можно также установив через 

каждую пару радиальных вант в середине пролета распорки длиной, равной 

шагу вант у наружного опорного контура (рис. 2.5, б). 

 

Рис. 2.5. Схемы радиально-вантовых сетей 

с уменьшенным числом типоразмеров ограждающих конструкций: 

а – с дополнительными параллельными вантами; 

б – с дополнительными распорками в середине пролета 
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В большинстве выполненных покрытий шатрового типа угол наклона 

вант к горизонтальной плоскости в месте примыкания их к наружному опор-

ному контуру принят равным нулю. При таком примыкании вант к опорному 

контуру вертикальная нагрузка от покрытия передается только на внутрен-

нюю опору. Для передачи части вертикальной нагрузки на наружные колон-

ны, а также для уменьшения высоты внутренней опоры геометрию покрытия 

принимают такой, чтобы ванты примыкали к наружному опорному контуру 

под углом к горизонту, меньшим нуля. 

Анализ работы рассмотренных выше вантовых сетей как для круглых 

покрытий, так и для покрытий с другими планами показал, что при нагруже-

нии покрытия произвольной вертикальной нагрузкой усилия в вантах неоди-

наковы, что приводит к снижению технико-экономических показателей не 

только для собственно вантовых сетей, но и конструкций, воспринимающих 

распор вант. В этой связи представляются перспективными равнопрочные 

сети, в основу которых положено примыкание к узлу трех вант под углом 

120°. На этой основе уже разработаны шестиугольные и другие структуры 

вантовых сетей. 

Как известно, многие вантовые системы обладают большой кинемати-

ческой податливостью. Стабилизация поверхности таких систем заключается 

в сведении кинематических перемещений до минимума. Для очень легких 

вантовых покрытий эта, казалось бы, простая задача перерастает в проблему 

первостепенной важности. Пока не существует решений, обеспечивающих 

возможность применения ограждающих конструкций массой 5...10 кг и удо-

влетворяющих требованиям, предъявляемым к покрытиям в части деформа-

тивности, возможности подвески различного рода оборудования и т.п. Срав-

нительно тяжелые комбинированные, подвесные и другие типы покрытий, 

состоящих из балок, ферм и железобетонных плит, как правило, не нуждают-

ся в стабилизации поверхности. Она обеспечивается массой настила и его 

омоноличивания. Стабилизация легких покрытий обеспечивается предвари-

тельным напряжением несущих элементов – вант, ферм и т.п. последователь-

но или одновременно. 

В зависимости от конструкции пролетной части покрытия применяются 

различные методы напряжения несущих элементов. Предварительное напря-

жение однопоясных радиально-вантовых покрытий на круглом плане, цилин-

дрических покрытий на прямоугольном плане и некоторых других типов по-

крытий в виде железобетонных оболочек может осуществляться: монтажной 

пригрузкой, укладываемой непосредственно на плиты покрытия или подве-

шиваемой к вантам; с помощью различного рода оттяжек, прикрепленных к 

вантам и полу или фундаментам здания; установкой временных напрягающих 

вант с раздвижными распорками (по типу двухпоясных систем); натяжением 

домкратами и другими способами. 

Достаточно просто осуществляется напряжение несущих элементов в 

однопоясных покрытиях с ортогональной сетью вант на поверхности гипер-
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болического параболоида, наиболее часто – домкратами, реже – поворотом с 

небольшим опусканием (вращательно-поступательным движением) опорных 

конструкций (арок, распорок и т.п.). В последнем случае необходимо очень 

точно определить геометрию всех элементов вантовой сети, иначе одни ван-

ты могут оказаться ненапряженными, а другие – перенапряженными, что су-

щественно скажется на работе опорных конструкций. Натяжение вант 

домкратами не требует столь высокой точности определения их геометрии, 

хотя оно и не очень индустриально, особенно когда выполняется ступенями 

путем последовательного обхода диаметрально противоположных вант (во 

избежание появления больших изгибающих моментов в опорном контуре). 

Натяжение двухпоясных покрытий из вантовых ферм выполняется пу-

тем стягивания поясов вертикальными или наклонными тросами решетки или 

раздвижки поясов сжатыми стойками. Процесс натяжения не вызывает каких-

либо затруднений, т. к. для обеспечения необходимых усилий в поясах ферм 

достаточно создать сравнительно небольшие усилия в элементах решетки. 

Предварительное напряжение придает поясам ферм форму, подобную форме 

веревочного многоугольника от равномерно распределенной нагрузки. 

В двухпоясных радиально-вантовых покрытиях предварительное 

напряжение поясов ферм может осуществляться путем раздвижки колец цен-

трального барабана. При этом, как указывалось выше, к исходной геометрии 

вантовых ферм должны предъявляться более жесткие требования. 

Предварительное напряжение вантовых сетей зависит от конструкции 

пролетной части, характера и интенсивности временной нагрузки, требова-

ний к деформативности покрытия и других факторов и определяется технико-

экономическими расчетами. 

В зависимости от усилия натяжение вант может осуществляться дина-

мометрическими ключами, различного рода натяжными устройствами, ван-

товыми и гидравлическими домкратами. Для контроля усилий натяжения мо-

гут применяться приборы, основанные на динамическом, а также статиче-

ском методах контроля. 

§ 2.2. Мембранные конструкции 

Мембранная система представляет собой пространственную конструк-

цию из тонкого металлического листа, закрепленного на контуре. Пролетная 

конструкция (мембрана) может быть подкреплена системой элементов, ис-

пользуемых для монтажа оболочки, ее стабилизации и т.п. Цепные усилия с 

пролетной конструкции воспринимаются опорным контуром. 

Мембранные системы имеют некоторые преимущества, поскольку 

именно в них возможно наиболее полное использование несущей способно-

сти материала. Мембрана имеет минимальную толщину т. к. работает в ос-

новном на растяжение в двух направлениях без опасности потери устойчи-
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вости. Цепные усилия с пролетной конструкции воспринимаются одним эле-

ментом – опорным контуром, работающим совместно с мембраной, которая в 

большинстве случаев обеспечивает его устойчивость. Мембрана совмещает 

одновременно несущие и ограждающие функции. Даже в том случае, когда 

применяется обычная кровля, не требуются панели и другие промежуточные 

элементы, не участвующие в пространственной работе системы. Все это 

обеспечивает минимальный расход материалов на мембранные конструкции 

[103]. 

Существенное уменьшение металлоемкости мембранных систем, отно-

сительная простота их монтажа, применение большеразмерных рулонных 

полотнищ заводского изготовления предопределяют снижение трудоемкости 

и стоимости их возведения, сокращение сроков строительства. 

Тонколистовыми конструкциями можно перекрыть без промежуточных 

опор практически любые требуемые пролеты, причем с увеличением пролета 

экономическая целесообразность применения таких конструкций все более 

возрастает. 

Мембранные покрытия, как правило, имеют минимальную строитель-

ную высоту, что уменьшает расход материалов на стеновое ограждение и 

снижает эксплуатационные расходы на отопление и вентиляцию здания. 

Мембранные системы благодаря их малой массе, транспортабельности 

и технологичности монтажа имеют преимущества при строительстве в труд-

нодоступных и северных районах, а также в районах с повышенной сейсмич-

ностью. Они обладают также большим разнообразием форм и предоставляют 

широкие возможности для практического воплощения интересных архитек-

турных замыслов. 

В то же время при проектировании конструкций мембранных покрытий 

возникает необходимость в комплексном решении многих сложных проблем, 

в том числе правильного выбора формы поверхности мембраны с учетом 

очертания конструкции в плане и способа стабилизации деформативной про-

летной конструкции; рационального конструирования опорного контура, 

воспринимающего значительные цепные усилия; гидро- и теплоизоляции и 

водоотвода; противокоррозионной защиты мембраны и т.п. 

С использованием мембранных покрытий построены различные здания, 

в том числе крупнейшие в Европе крытый стадион «Олимпийский», универ-

сальный спортивный зал в г. Санкт-Петербурге, велотрек «Крылатское» и 

Дворец спорта «Измайлово» в г. Москве. С применением тонкого металличе-

ского листа выполнены покрытия некоторых зданий меньших пролетов [92, 

167, 168, 190]. 

Мембранные конструкции применяют не только в уникальных соору-

жениях, но и в зданиях массового строительства, таких как киноконцертные и 

спортивные залы универсального назначения, магазины, крытые рынки и т.п. 

Мембранные системы могут быть использованы в покрытиях промышленных 

зданий с укрупненной сеткой колонн, складских помещений, гаражей, анга-

ров. Применение тонколистовых покрытий больших пролетов позволяет со-
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здавать принципиально новые типы промышленных зданий, в том числе обо-

рудованных напольным транспортом, обладающих высокой планировочно-

конструктивной универсальностью. Мембранные системы широко применя-

ются в реконструируемых промышленных зданиях, когда требуется замена 

покрытий, исчерпавших свой амортизационный срок. Рационально примене-

ние тонколистовых конструкций в покрытиях резервуаров, отстойников, 

шламбассейнов и сгустителей [67, 188, 193]. 

Мембранные покрытия по конструктивным особенностям разделяются 

на мембранные сплошные оболочки, ленточные покрытия и двухпоясные 

комбинированные тонколистовые покрытия. 

Мембранные оболочки выполняют из отдельных тонколистовых полот-

нищ, объединяемых на монтаже в сплошную пространственную систему. 

Ими можно перекрывать здания с разнообразными очертаниями в плане – 

треугольник, прямоугольник, многоугольник, круг, овал, эллипс, а также с 

более сложным комбинированным очертанием. Мембранные оболочки могут 

иметь различную форму поверхности: цилиндрические и конические с по-

верхностью нулевой гауссовой кривизны; сферические, в виде эллиптическо-

го параболоида или поверхности вращения с вертикальной осью – с поверх-

ностью положительной гауссовой кривизны; седловидные, в том числе в виде 

гиперболического параболоида, шатровые – с поверхностью отрицательной 

гауссовой кривизны; составные поверхности в виде комбинаций оболочек с 

одинаковыми или различными геометрическими свойствами поверхности. 

Ленточные покрытия (из переплетенных лент, двухслойные седловид-

ные) монтируют из отдельных, не соединяемых одна с другой лент. По ста-

тической схеме они приближаются к работающим дискретно вантовым си-

стемам. Покрытия из переплетенных лент имеют провисающую поверхность 

положительной гауссовой кривизны и предназначены для зданий с круговым 

или овальным планом. Такие же покрытия с подкрепляющей системой имеют 

провисающую составную поверхность и предназначены для зданий, много-

угольных в плане (треугольник, прямоугольник и т.д.). Двухслойные ленточ-

ные покрытия имеют седловидную форму поверхности и предназначены для 

зданий с прямоугольным, овальным или более сложным (составным) планом. 

К двухпоясным покрытиям относятся комбинированные системы, у ко-

торых один или два пояса пролетной конструкции выполнены в виде мем-

браны. Пояса объединяют один с другим распорками или решеткой. Поверх-

ность мембран может быть выпуклой или вогнутой. 

Мембранные системы на прямоугольном плане могут быть применены в 

реконструируемых промышленных сооружениях при замене конструкций 

покрытий над зданием. 

Материалы для мембранных конструкций. Для изготовления пролетной 

конструкции мембранных систем применяют углеродистые, низколегирован-

ные, в особых случаях нержавеющие стали и алюминиевые сплавы, выпуска-

емые в виде листов или рулонов. Выбор материала определяется конкретны-

ми условиями эксплуатации мембранных конструкций, их изготовления, мон-
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тажа, экономической целесообразностью. Поверхности металлических мембран 

должны быть защищены от атмосферной и контактной коррозии с учетом 

противокоррозионной защиты поверхности мембран со стороны кровли. 

Для пролетной конструкции мембранных систем используются полот-

нища, сворачиваемые в рулоны. Длина полотнища принимается равной всему 

пролету или для оболочек с круглым и овальным планом, имеющим цент-

ральное кольцо, – половине пролета. Ширина полотнища принимается рав-

ной 6...18 м и ограничивается габаритными размерами и массой рулона, про-

изводственными возможностями завода-изготовителя. 
Рулонные полотнища толщиной 3 мм и выше изготавливают из отдель-

ных листов размерами 6,01,5 м, свариваемых встык на специальных высо-
комеханизированных установках. Стыковые сварные швы должны обладать 
той же прочностью, что и основной металл. 

Полотнища толщиной менее 3 мм следует изготавливать из рулонных 
лент, соединяемых сваркой. Ленточные покрытия выполняют из рулонных 
лент, поставляемых металлургической промышленностью, с обрезными 
кромками без какой-либо заводской переделки. 

Опорный контур мембранных покрытий проектируют из сборного, 
сборно-монолитного или монолитного железобетона, в том числе из трубобе-
тона. В отдельных случаях (сложная геометрия опорного контура, сжатые 
сроки возведения и т.п.) в качестве материала опорного контура мембранных 
покрытий применяется металл. 

Стальные мембраны допускаются к эксплуатации без специальных ме-
роприятий по огнезащите. 

Пролетная конструкция. По способу формообразования мембранные 

оболочки делятся на покрытия с первоначально заданной стрелой провисания 

и первоначально плоские покрытия. Покрытия с заданной стрелой провиса-

ния монтируют навесным способом укладкой на монтажные элементы («по-

стель») отдельных полотнищ с последующим объединением их в простран-

ственную мембрану. Геометрия элементов «постели» определяет начальную 

форму поверхности мембранной оболочки и должна соответствовать проект-

ной, что достигается регулировкой длины элементов «постели». 

Первоначально плоские мембранные покрытия, собираемые на сплани-

рованной площадке или подмостях, после подъема или раскружаливания 

провисают под действием собственного веса. Форма образующейся при этом 

поверхности и стрела провисания покрытия зависят от избыточной площади 

мембраны, возникающей из-за сварочных деформаций; начальных погибей, 

оставшихся после правки листов или рулонов; остаточных деформаций, по-

являющихся в результате сворачивания и разворачивания рулона и т.п.; по-

датливости опорного контура; упругих деформаций мембраны. Начальная 

стрела провисания принимается не менее 1/60 меньшей стороны или диамет-

ра покрытия. 

Пролетная конструкция мембранных покрытий выполняется из полот-

нищ максимальной площади (с учетом условий изготовления, перевозки и 

монтажа), поставляемых на монтажную площадку в рулонах. 



54 Глава 2 

 

 

В случае существенной неравномерности распределения цепных усилий 

в пролетной конструкции с целью снижения расхода материала и обеспече-

ния равнопрочности мембраны возможно местное усиление пролетной кон-

струкции применением листов разной толщины (с учетом технологии изго-

товления и монтажа тонколистовых полотнищ) или постановкой дополни-

тельных листов, крепящихся к основному полотнищу. 

В пролетную конструкцию мембранных покрытий в большинстве слу-

чаев включаются элементы «постели», состоящие из направляющих и попе-

речных элементов. Направляющие располагают вдоль мембранных полотнищ 

с шагом, равным их ширине, а при ширине полотнищ более 6 м – с шагом, 

равным половине ширины полотнища. Шаг направляющих увязывают с ша-

гом колонн и с длиной сборных элементов опорного контура. 

Поперечные элементы «постели», объединяющие отдельные направля-

ющие в пространственную систему, устанавливают с шагом 3...6 м. При мон-

таже покрытия на подмостях или внизу на спланированной площадке элемен-

ты «постели» не требуются. 
Направляющие выполняют длиной на пролет из стальной полосы, гну-

тых, прокатных или сварных элементов (тавр, двутавр, два швеллера), легких 
висячих ферм с верхней горизонтальной полкой шириной 300...500 мм. По-
перечные элементы выполняют из гнутых или прокатных профилей, подби-
раемых расчетом на нагрузку от собственного веса полотнища мембраны. 
Допускается поперечные элементы с мембраной не соединять. 

Сечение направляющих обычно включают в работу пролетной кон-
струкции при расчетах на эксплуатационные нагрузки. Для этого обеспечи-
вают совместность работы мембраны и направляющих путем надлежащего 
их соединения между собой и с опорным контуром внахлестку сваркой или 
высокопрочными болтами. При выполнении стыков односторонним сварным 
угловым швом обязательна конструктивная постановка сварных точек про-
плавлением или высокопрочных болтов. При наличии монтажной «постели» 
соединение отдельных полотнищ обычно осуществляется на направляющих с 
нахлесткой кромок полотнищ. 

Конструктивное решение узла присоединения мембраны к контуру 

должно обеспечивать надежную передачу значительных нормальных и каса-

тельных усилий с пролетной конструкции на опорный контур. Присоедине-

ние мембраны к бортовому элементу контура выполняется с использованием 

опорного столика. 

В связи с незначительной изгибной жесткостью мембранных оболочек 

необходима их стабилизация, предотвращающая потерю общей устойчивости 

покрытия (его «выхлоп» в сторону, противоположную провисанию); умень-

шающая повышенную деформативность мембранных систем от неравномер-

ных нагрузок, которая может привести к расстройству кровли и невозможно-

сти нормальной эксплуатации здания; обеспечивающая нормальную работу 

покрытий на динамические воздействия, в частности ветровые. В некоторых 

случаях стабилизация необходима для предотвращения местной потери 

устойчивости тонкого листа. 
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Стабилизация тонколистовых покрытий осуществляется одним из сле-

дующих способов: увеличением массы покрытия; введением в конструкцию 

элементов, обладающих изгибной жесткостью; предварительным напряжени-

ем (растяжением). Стабилизация покрытия путем увеличения массы достига-

ется применением утеплителей с повышенной плотностью, укладкой цемент-

ной или бетонной стяжки, использованием специальных балластных пригру-

зов, подвеской постоянного технологического оборудования (рис. 2.6, а). 

 

Рис. 2.6. Стабилизация мембранных покрытий: 

а – пригрузом; б – с использованием изгибно-жестких элементов; 1 – мембрана; 

2 – пригруз; 3 – кольцевой кран; 4 – основные (продольные или радиальные) ребра; 

5 – вспомогательные (поперечные или кольцевые) ребра 

Такой прием обеспечивает растягивающие напряжения в мембране даже 

при ветровом отсосе и уменьшает долю неравномерных временных нагрузок. 

В большинстве случаев оказывается, что применяемая в настоящее время 

традиционная кровля совместно с мембранной обеспечивают требуемую для 

стабилизации массу покрытия. 

Стабилизирующие изгибно-жесткие элементы располагают вдоль линий 

главной кривизны поверхности оболочки и выполняют металлическими из 

сплошных прокатных или сварных элементов или в виде висячих ферм 

(рис. 2.6, б). Стабилизирующие элементы обычно используют в качестве 

монтажной «постели». 

Предварительное напряжение мембран осуществляется различными 

способами в зависимости от формы поверхности покрытия (рис. 2.7): прик-

реплением мембраны к контуру с помощью натяжных устройств или измене-

нием положения опорного контура (оболочки отрицательной гауссовой кри-

визны); натяжением нижнего пояса, элементов решетки или оттяжек ванто-
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вых ферм, включенных в пролетную конструкцию (оболочки нулевой и по-

ложительной гауссовой кривизны); притягиванием концов поперечных эле-

ментов «постели» к основанию (цилиндрические оболочки). 

 

Рис. 2.7. Стабилизация мембранных покрытий предварительным напряжением: 

а – притягиванием мембраны к контуру; б – изменением геометрии покрытия; 

в–д – с помощью натяжения вантовых ферм; е – притягиванием поперечных балок 

к основанию; 1 – мембрана; 2 – стабилизирующие ванты; 3 – центральный пригруз; 

4 – оттяжки 

Необходимая для стабилизации масса покрытия, изгибная жесткость 

ребер, предварительное напряжение определяются расчетом на нормативные 

временные нагрузки. Способ стабилизации выбирается на основе технико-

экономических расчетов с учетом архитектурно-технологических требова-

ний, возможности упрощения изготовления и монтажа. В пролетной кон-

струкции мембранных систем можно устраивать проемы для установки зе-

нитных фонарей, пропуска коммуникаций и т.п. Проемы обрамляют листом, 

расположенным в плоскости мембраны и имеющим площадь поперечного 

сечения не менее половины площади ослабления мембраны. Проемы проек-

тируют круглыми, овальными или многоугольными с радиусом закругления 

углов не менее 200 мм. 

Технологическое оборудование к мембранному покрытию крепят на 

гибких подвесках. При наличии элементов «постели» подвески крепят к этим 

элементам. Возможно крепление подвесок выполнять непосредственно к 

мембране с использованием распределительных шайб. 
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Опорный контур воспринимает цепные усилия, передающиеся с про-
летной части покрытия. Различают замкнутый контур, который воспринимает 
все горизонтальные составляющие цепных усилий в уровне покрытия и на 
лежащие ниже конструкции передает в основном вертикальные усилия, и 
разомкнутый опорный контур, в котором усилия с пролетной части покрытия 
передаются непосредственно на лежащие ниже конструкции (колонны, рамы, 
пилоны, конструкции трибун, боковых приставок). Из-за пологости пролет-
ной конструкции распор весьма существен, поэтому большое значение имеет 
рациональное конструирование опорного контура, материалоемкость и тру-
доемкость изготовления которого составляют значительную часть в общих 
показателях, влияющих на экономичность покрытия. 

Рекомендуется применять замкнутый опорный контур. Разомкнутый 
контур может быть оправдан лишь при наличии конструкций трибун, боко-
вых пристроек и т.п., способных без существенных дополнительных затрат 
воспринимать значительные распоры. Если опорный контур выполнен в виде 
нескольких наклонных плоских арок или ломаных балок, не лежащих в одной 
плоскости, он оказывается внешне распорным. Распоры эти воспринимаются 
затяжками или контрфорсами. 

Форма опорного контура определяется линией пересечения поверхнос-
ти покрытия с поверхностью стенового ограждения. Его ось может быть очер-
чена плоской или пространственной кривой или состоять из отрезков прямых, 
плоских и пространственных кривых. Криволинейный опорный контур может 
быть заменен полигональным для упрощения изготовления его элементов. 

Наружный опорный контур может лежать на сплошном основании, об-
разованном стенами, или на отдельных колоннах, в том числе расположен-
ных только по углам покрытия. В общем случае опорный контур восприни-
мает сжатие с изгибом в одной или двух плоскостях. Кроме того, в нем могут 
возникать крутящие моменты. При проектировании необходимо стремиться к 
тому, чтобы опорный контур был внешне безраспорным и малоизгибным. 

§ 2.3. Мосты и путепроводы 

В практике строительства широкое распространение получили мосты и 

путепроводы с применением вантовых (с различной вантовой системой, а 

также с одной или двумя плоскостями вант) и висячих (внешнераспорных 

или с воспринятым распором) систем, пролетные строения которых обладают 

рядом конструктивных особенностей (рис. 2.8). Общими конструктивными 

элементами и до некоторой степени общими узлами пролетных строений 

обеих систем являются балки жесткости, пилоны и узлы крепления к ним 

вант или подвесок и кабелей растянутых поясов [176, 177]. 

Балка жесткости – основной элемент рассматриваемых пролетных стро-

ений. Конструктивные решения балки жесткости принимаются практически 

аналогичными конструкции пролетных строений балочных мостов, причем с 

точки зрения снижения постоянной нагрузки и трудоемкости монтажа наибо-

лее целесообразны балки жесткости со стальной ортотропной плитой проез-

жей части. 
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Рис. 2.8. Мосты и путепроводы с применением вантовых (а) 

и висячих (б) систем 

 

Для висячих и вантовых мостов с пролетами свыше 300 м, а тем более 

превышающих 1 км, критическими становятся аэродинамические воздей-

ствия ветрового потока, которые могут вызвать аэроупругую неустойчивость 

типа галопирования или флаттера. В этом случае применимы только короб-

чатые сечения, обладающие большой жесткостью на кручение, которым для 

снижения воздействий ветрового потока придают обтекаемую форму. 

Пилоны в висячих и вантовых мостах сооружаются из металла или же-

лезобетона. Рассмотрим металлические пилоны, наиболее характерные кон-

струкции которых в виде поперечных рам, жестко или шарнирно опертых на 

опоры, или в виде одиночных стоек, жестко закрепленных к опорам, показа-

ны на рис. 2.9. 

 

Рис. 2.9. Конструкции металлических пилонов: 

а – висячий мост в Ньюпорте; б, в – вантовые мосты; г, д – многовантовые мосты 
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Пилоны висячих мостов и вантовых с радиально расположенными ван-
тами, закрепленными на вершине пилона, работают в одинаковых условиях, 
воспринимая вертикальную составляющую усилий опирающихся на них ка-
натов или цепи и усилия, вызываемые смещением точки закрепления пос-
ледних. Чем меньше изгибная жесткость пилона в плоскости несущей систе-
мы, тем меньше изгибающие моменты, вызываемые деформацией пилона. 
Поэтому пилоны висячих и вантовых мостов целесообразно принимать пре-
дельно гибкими в плоскости моста с шарнирным опиранием. Пилоны вися-
чих мостов с большими пролетами, в частности превышающими 1 км, из со-
ображений общей устойчивости принимаются с развитым сечением стоек. 

Пилоны вантовых мостов с многорядным расположением вант, в том 
числе пилоны многовантовых мостов, кроме вертикальной составляющей 
усилий в канатах и усилий от деформаций пилона, нагружены также усилия-
ми, связанными с перераспределением горизонтальных составляющих распо-
ра канатов различных ярусов, но и в этом случае принцип уменьшения гибко-
сти пилона в плоскости моста остается в силе. 

В поперечном направлении пилоны висячих и вантовых мостов выпол-
няются в виде П- или А-образных, а также в виде отдельно стоящих стоек. 
Последнее решение наиболее характерно для вантовых пролетных строений, 
пилоны которых работают в более благоприятных условиях, создаваемых 
следящим эффектом силовых воздействий вант. В противовес этому в ванто-
вых мостах, в которых неуравновешенный распор вант передается на пилоны, 
последние должны быть возможно более жесткими. Обычно такие пилоны 
решаются в виде пространственной рамы, развитой как в плоскости моста, 
так и в поперечном направлении. 

Поперечные сечения стоек пилонов принимаются коробчатыми с одной 
или несколькими ячейками, сваренными из листов большой толщины. Стен-
ки коробчатого сечения стоек пилонов усилены продольными ребрами жест-
кости и поперечными диафрагмами. Продольные ребра пропускают через 
вырезы в стенках поперечных диафрагм. 

Стойки пилонов делятся по длине на монтажные блоки, размеры кото-
рых определяются грузоподъемностью монтажных механизмов и транспорт-
ными габаритами. Поперечные стыки блоков, передающие большие нагрузки, 
являются ответственными конструктивными деталями. Непосредственная пере-
дача усилий через торцы с фрезерованием контактных поверхностей связана 
с определенными технологическими трудностями обработки с заданными до-
пусками поперечных сечений большой площади. Возможно продольное чле-
нение на блоки с меньшими площадями, подлежащими фрезерованию, но при 
этом из-за увеличения длины швов увеличивается трудоемкость монтажа. 

§ 2.4. Трубопроводные переходы 

Основное количество трубопроводов прокладывается под землей, но ча-

сто более экономичной, а иногда и единственно возможной является надзем-

ная прокладка (например, в северных и горных районах, через реки, овраги, 

ущелья, болота, дороги и т.п.). При надземной прокладке трубопроводов из-
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за естественных и искусственных препятствий в большинстве случаев при-

меняют балочные, реже арочные, а в последнее время все чаще – висячие си-

стемы. 

В практике строительства получили распространение следующие типы 

висячих переходов [64, 198]: одно- и двухцепные с вертикальными подвеска-

ми (рис. 2.10, а–в), радиально-вантовые (рис. 2.10, г–е), с решетчатыми ванто-

выми фермами (рис. 2.10, ж, з), в виде провисающей нити (рис. 2.10, и, м), с 

фермами повышенной жесткости (рис. 2.10, н, о). Перечисленные типы пере-

ходов могут быть как одно-, так и многопролетными. По характеру статиче-

ской работы их можно разделить на две группы. К первой относятся перехо-

ды, в которых труба работает как балка на упруго-податливых опорах с про-

летами, равными расстоянию между подвесками несущего каната или точка-

ми крепления наклонных вант, воспринимающих нагрузку от веса трубы, 

изоляции, продукта, снега, гололеда и т.п. Ко второй группе относятся пере-

ходы, в которых труба является единственным несущим элементом, воспри-

нимающим всю нагрузку (в виде провисающей нити). 

При пролетах до 100 м целесообразно применять простейшие радиаль-

но-вантовые системы. При пролетах 100...300 м достаточно эффективны од-

ноцепные системы с вертикальными подвесками, при больших пролетах – 

системы в виде вантовых ферм. Почти для всего диапазона пролетов можно 

применять системы в виде провисающей нити. 

Вантовые фермы, применяемые для трубопроводных переходов, имеют 

ряд характерных особенностей, определяемых их совместной работой с тру-

бами, которые включаются в состав фермы и работают на местный изгиб 

между ее узлами. С точки зрения суммирования напряжений в трубе как эле-

менте фермы и конструкции, воспринимающей внутреннее давление, целесо-

образно применять системы с воспринятым распором. Однако по технологи-

ческим соображениям и по условиям монтажа более эффективны решения, 

при которых канаты крепятся к анкерным опорам. При этом возможен навес-

ной монтаж трубопровода без промежуточных опор. 

При расчете труб, работающих под высоким давлением, приходится 

учитывать собственные кольцевые и меридиональные растягивающие напря-

жения и напряжения, создаваемые реактивным воздействием компенсаторов. 

Кроме того, при транспортировании жидкостей необходимо также дополни-

тельно учитывать динамические удары, возникающие в момент включения 

трубопровода в сеть или выключения его из сети. 

Деформативность несущих трубопроводов вантовых ферм должна соот-

ветствовать условиям нормальной эксплуатации (предупреждение расстрой-

ства стыков, вывод конденсата и пр.). 

С целью уменьшения деформаций пролетной конструкции в многопро-

летных системах необходимо устройство затяжек – горизонтальных (с малой 

стрелой провисания) канатов, соединяющих верхушки пилонов, предназна-

ченных для ограничения перемещений последних при несимметричном наг-

ружении перехода. 
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Рис. 2.10. Висячие переходы трубопроводов: 

а–в – одно- и двухцепные с вертикальными подвесками; г–е – радиально-вантовые; 

ж, з – с решетчатыми вантовыми фермами; и–м – в виде провисающей нити 

(л – с поддерживающими канатами); н, о – с фермами повышенной жесткости 

 
Сравнительно небольшая поперечная жесткость пролетных строений в 

переходах требует специальных устройств для восприятия ветровых усилий и 

ограничения и предупреждения аэродинамических колебаний. 

Специфику работы трубопроводных переходов надо учитывать при вы-

боре типа фермы, конструкций крепления стальных канатов к трубам, 

устройств для восприятия ветровых усилий, конструкций компенсаторов и, 
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наконец, устройств для обеспечения нормальной эксплуатации трубопрово-

дов. 

Из перечисленных систем переходов наиболее экономичны переходы в 

виде провисающей нити. В последние годы опыт проектирования и строи-

тельства таких переходов значительно обогатился: был выполнен ряд экспе-

риментально-теоретических исследований, завершено строительство десят-

ков переходов, получены новые технико-экономические данные [190, 199]. 

Несмотря на ряд преимуществ, переходы в виде провисающей нити не 

получили массового применения. До сих пор некоторые специалисты счита-

ют, что такие переходы менее надежны и их следует строить только на отво-

дах и линиях местного значения. Такое мнение сложилось, по-видимому, из-

за аварий нескольких сооружений. Они явились следствием ошибок, допу-

щенных при проектировании и строительстве переходов, объективных же 

причин для разрушения переходов в виде провисающей нити не больше, чем 

любой другой системы. 

Одноцепные переходы состоят из цепи (стального каната или пучка ка-

натов), перекинутой через пилоны, к которой с помощью подвесок прикреп-

ляют трубопровод. Последний играет роль балки жесткости, работающей на 

изгиб от равномерно распределенных по длине пролета постоянной и вре-

менной нагрузок. 

Кроме того, при несимметричном нагружении трубопровод работает в 

составе фермы, в результате чего заметно снижается деформативность по-

следней. Канаты цепи передают на пилоны вертикальную составляющую 

распора, а на анкерные опоры – горизонтальную. 

Оптимальное значение стрелы провисания цепи находится в пределах 

1/8…1/12 пролета. Расстояние между подвесками определяется возможно-

стями использования трубы при работе ее на изгиб, а также конструктивными 

соображениями: выбором сечения подвесок, типа натяжных устройств и др. 

Трубопровод подвешивают как прямолинейно, так и с небольшим подъ-

емом к середине пролета, величина которого определяется возможными из-

менениями длины цепи от нагрузок, влиянием температуры и другими воз-

действиями. 

Рекомендуется применение цельных на весь переход канатов, закрепля-

емых на опорных частях пилона накладками на болтах. При этом не требует-

ся сложного стыкования канатов; закрепление их на пилонах несложно, так 

как обычно сил трения достаточно для сопротивления возможным горизон-

тальным усилиям. Закрепление болтами выполняется только для восприятия 

монтажных нагрузок. Если длина канатов меньше длины перехода, то стыки 

канатов целесообразно размещать на вершинах пилонов в специально запро-

ектированных конструкциях оголовка. 

Опорные части на вершинах пилонов рекомендуется выполнять свар-

ными из толстолистовой стали. Они значительно проще в изготовлении и 

дешевле литых. Размеры опорных частей зависят от радиуса изгиба опорной 

поверхности и соответствующей ей длины провисания канатов. Выбор этих 
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параметров существенно влияет на условия работы стальных канатов. На 

участках перегибов канаты находятся в менее благоприятных условиях, чем 

на свободных участках, т. к. подвергаются воздействию дополнительных си-

ловых факторов: изгибу и поперечному обжатию. При этом напряжения от 

изгиба проволок каната могут достигать значений, не только соизмеримых с 

напряжениями от осевой нагрузки, но и превосходящих их. 

Примером целесообразной конструкции опорной части может служить 

решение, принятое в проектах висячих переходов трубопроводов, разрабо-

танных институтом «УкрНИИпроектстальконструкция им. В.Н. Шимановс-

кого». Опорная часть сваривается из стальных листов, в которых желоба для 

канатов образуются строжкой. После строжки листы изгибаются по требуе-

мому радиусу. Благодаря этому исключается обработка опорных частей на 

карусельных станках. Для создания плотного опирания по всей длине и ис-

ключения шлифовки желобов предусмотрена обертка канатов листом из де-

формируемого алюминиевого сплава АД-1. 
В проектах газопроводов, разработанных институтом «Укргипрогаз», 

для крепления труб приняты поперечные траверсы с седлами. Вертикальные 

подвески запроектированы без талрепов. Вертикальное положение труб регу-

лируется подтяжкой гаек крепления подвесок к траверсам. Эта конструкция 

более трудоемка в изготовлении и требует большего расхода металла. 

В качестве смотровых устройств применяются мостики и тележки. По 

расходу металла, стоимости и трудоемкости предпочтительнее решение со 

смотровой тележкой. Однако в эксплуатации более удобны решения со смот-

ровым мостиком. В зависимости от конструкции перехода, количества труб 

и т.п. смотровой мостик может устраиваться сверху и снизу трубопровода. 

В практике строительства иногда вместо смотрового мостика устраива-

ют проезд для автомашин. В этом случае конструкция перехода значительно 

утяжеляется и приближается к конструкции автодорожных мостов. Для вос-

приятия подвижной нагрузки приходится проектировать балочную клетку, 

состоящую из продольных и поперечных балок. При двух и более трубах 

большого диаметра в качестве продольных балок могут использоваться и са-

ми трубы. 

Наибольшее распространение в практике строительства получили пере-

ходы, схемы которых приведены на рис. 2.11. В переходах, приведенных на 

рис. 2.11, а, б, д, участок трубопровода, расположенный между вантами, под-

вергается дополнительному растяжению под действием горизонтальной со-

ставляющей усилий в вантах. Однако поскольку площадь поперечного сече-

ния трубы сравнительно большая, то растягивающие напряжения в ней, 

как правило, не являются определяющими. На газопроводах диаметром 

529...1020 мм расстояние между точками крепления радиальных вант колеб-

лется от 18 до 40 м, а на нефтепроводах – от 12 до 30 м. 
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С целью уменьшения расхода материала на опоры при сравнительно 

небольших пролетах целесообразно применять решения, приведенные на 

рис. 2.11, е. В этом случае участок трубопровода, расположенный между 

смежными вантами, сжат. В таких переходах длина пролета несколько мень-

ше, чем в переходах с растянутым участком трубопровода (рис. 2.11, а–в). 

Ее следует определять с учетом продольного изгиба трубы. 

С увеличением высоты пилонов заметно уменьшаются усилия в несу-

щих (наклонных) вантах и их сечение, но возрастает расход металла на пило-

ны. Оптимальную высоту пилонов определяют на основании технико-эконо-

мических расчетов. 

В радиально-вантовых переходах трубопроводов диаметром 529...1020 мм 

при пролетах соответственно 60...100 м горизонтальное раскрепление трубо-

провода не проводится. При больших пролетах, особенно в районах со значи-

тельными ветровыми нагрузками, устраиваются оттяжки. 

 

Рис. 2.11. Радиально-вантовые трубопроводные переходы с передачей распора: 

а–д – на анкерные опоры; е – на трубопровод 

В простейших радиально-вантовых фермах небольших пролетов (до 

70 м) целесообразно применение вант из круглой стали, сваренных из от-

дельных стержней в монтажные элементы удобной для транспортирования 

длины. Заводские соединения осуществляются контактной сваркой, а мон-
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тажные – обычной сваркой с накладками. На концах тяг привариваются фа-

сонки из листовой стали для крепления к пилонам и трубопроводу. 

При больших пролетах следует применять ванты из стальных канатов. 

Последние необходимо переводить через пилон и обжимать на опорной части 

накладками с болтами точно так же, как и в одноцепных фермах. 

Рассматриваемые конструкции во многом аналогичны одно- и двухцеп-

ным переходам: по конструкции пилонов, опиранию на них канатов и труб, 

по деталям крепления канатов, натяжным устройствам и т.п. Поэтому ниже 

рассмотрены лишь особенности конструкции и отдельные узлы, характерные 

для таких ферм. 

Наибольшее распространение получили вантовые системы с треугольной 

решеткой как с восходящими, так и с нисходящими опорными раскосами. 

По характеру взаимодействия ферм с трубопроводом различают систе-

мы, в которых трубопровод подвешивается к двухпоясной вантовой ферме с 

гибкими верхним и нижним поясами, и системы с гибким верхним и жестким 

(в виде трубы) нижним поясами. 

Решающее значение для уменьшения кинематических перемещений и, 

как следствие, прогибов вантовой системы имеет положение связей, препят-

ствующих перемещению несущего элемента вдоль пролета. Этот принцип 

положен в основу разработки вантовых ферм повышенной жесткости. Схемы 

некоторых из таких ферм приведены на рис. 2.10, н, о. При проектировании 

таких ферм следует иметь в виду, что решающее значение в уменьшении ки-

нематических перемещений имеют одна или две связи. При дальнейшем уве-

личении числа связей кинематические перемещения уменьшаются незначи-

тельно. 



 

ГЛАВА 3 

ТЕОРИЯ РАСЧЕТА ГИБКИХ НИТЕЙ 

 

§ 3.1. Классификация нитей 

 

Применяемые в конструкциях нити могут быть разделены, с одной 

стороны, на гибкие и жесткие, а с другой – на нити с малыми и большими 

стрелами провисания. В строительных конструкциях нити могут быть 

загружены разнообразными нагрузками, но среди них обязательно 

присутствует нагрузка от собственного веса, равномерно распределенная по 

всей длине нити. Абсолютно гибкая нить при загружении ее собственным 

весом искривляется в соответствии с уравнением цепной линии 

0

0

ch 1
H q

y x
q H

 
  

 
, 

где q0 – величина погонной нагрузки на единицу длины нити. 

Величина нагрузки на единицу пролета (на единицу длины 

горизонтальной проекции l нити, рис. 3.1) по длине изменяется. В середине 

нити, нагруженной собственным весом, она равна q0, а при приближении к 

опорам будет увеличиваться, достигая значения q0 = q0/cos α, где α – угол 

наклона касательной к нити по отношению к горизонту (рис. 3.1, а). 

 

 

а 

 

 

б 

Рис. 3.1. Схема нити (а) и распределение действующей нагрузки (б) 
 

Если нить имеет малую стрелу провисания, то углы α будут также 

небольшими и значения cos α окажутся мало отличающимися от единицы. 

Поэтому нагрузка по длине пролета нити почти не будет отличаться от 

равномерно распределенной. В подобных случаях можно значительно 

упростить расчет нити, принимая нагрузку q распределенной равномерно по 

длине пролета (рис. 3.1, б), а не по длине самой нити. При этом уравнение 

кривой провисания нити будет представлять собой уже не уравнение цепной 

линии, а уравнение параболы. 

По этому признаку обычно и разделяют нити – на нити с малыми и 

большими стрелами провисания, т. е. если возможно при расчете нити без 

больших погрешностей считать действующую на нее нагрузку распределен-
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ной по длине пролета, то тогда нить является нитью с малой стрелой 

провисания, в противоположном случае – с большой. Указать точную 

границу между нитями с малыми и большими стрелами провисания прак-

тически невозможно, т. к. эта граница зависит от многих параметров: 

характера и величины нагрузки, материала и условий работы нити, а также от 

необходимой степени точности. Обычно для нитей такая граница опре-

деляется через отношение пролета к стреле провисания и находится в 

пределах l/f = 10÷20. 

С учетом изложенного дальнейшие выводы основаны на предпо-

ложении равномерного распределения веса нити по длине пролета, т. е. 

ограничиваются нитями с относительно малыми стрелами провисания. 

Однако в общем случае нити не всегда должны ограничиваться указанными 

пределами отношения пролета к стреле провисания, так как в строительных 

конструкциях в большинстве случаев имеется в виду не собственный вес 

нити, а начальная нагрузка и распределение ее по длине пролета или по 

длине нити. Эта нагрузка может распределяться подобно собственному весу 

нити по закону косинуса. Но часто только собственный вес нити 

распределяется равномерно по ее длине, а остальная часть начальной 

нагрузки распределяется равномерно по длине пролета. В таких случаях вес 

нити обычно бывает весьма незначительным по сравнению с остальной 

нагрузкой и поэтому можно использовать данные ниже решения для нитей со 

стрелами провисания, значительно превышающими указанные пределы. 

Деление нитей на гибкие и жесткие в такой же степени условно, как и 

деление на нити с малыми и большими стрелами провисания. Известно, что 

идеально гибких нитей (за исключением цепей, которые здесь не 

рассматриваются) не существует, однако для многих систем нитей и случаев 

их загружения изгибающие моменты в условиях напряженного состояния 

нити играют такую малую роль, что ими можно пренебречь и считать нити 

идеально гибкими. Поэтому изучение расчета висячих систем и их 

конструктивных элементов следует начинать с рассмотрения теории расчета 

гибких нитей. 

 

§ 3.2. Вводные замечания. Исходные допущения 

 

В предлагаемой теории расчета рассматриваются нити, удовлетворяю-

щие следующим требованиям: 

1. Отношение пролета нити к стреле ее провисания должно находиться 

в пределах 8 ≤ l/f < ∞, т. е. нить принимается пологой. При этом если опоры 

нити расположены на разных уровнях, то угол наклона к горизонту линии, 

соединяющей точки ее подвеса, не должен превышать 20°. 

2. Жесткость нити на изгиб настолько мала, что ею можно пренебречь, а 

жесткость нити на растяжение постоянна по ее длине. 

3. Материал нити считается однородным, изотропным и абсолютно 

упругим. 
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Согласно литературным источникам подавляющее большинство (около 

95 %) гибких нитей, применяемых в висячих конструкциях, отвечают данным 

требованиям. 

При расчете нитей учитываются следующие положения: 

1. Перемещения нити считаются не малыми и соизмеримыми со стрелой 

ее провисания. В связи с этим расчет является нелинейным и ведется по 

деформированной схеме. 

2. Статическая неопределимость относительно распора раскрывается с 

помощью принципа возможных перемещений. При этом принцип Лагранжа 

используется в своей строгой постановке, т. е. к перемещениям бесконечно 

малым, а не конечным. 

 

§ 3.3. Основные зависимости расчета гибких нитей 

 

Рассмотрим абсолютно гибкую нить, нагруженную произвольной 

вертикальной нагрузкой (рис. 3.2, а). Для определения усилий, возникающих 

в нити, необходимо найти опорные реакции. 

 

 

а 

 

 

б 

 

 

в 

Рис. 3.2. К расчету абсолютно гибкой нити: 

а – расчетная схема нити; б – реакции нити; 

в – реакции простой балки, подобной нити 

 

Так как нить гибкая и воспринимать изгибающие моменты не может, то 

в любом ее сечении, в том числе и на опорах, усилия направлены только 

вдоль нити. Поэтому реакции опор будут направлены по касательным к нити. 

Разложим реактивные усилия на две составляющие: вертикальную и 

горизонтальную (рис. 3.2, б), каждую из которых можно определить с 

применением уравнений статики. 

Равенство нулю суммы проекций всех сил на горизонтальную ось дает 

0A Bx H H    . 
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Отсюда следует, что 

A BH H H  ,                                            (3.1) 

при этом величину H будем называть «распором» нити. 

Сумма моментов всех сил относительно опоры В дает 

0B BOM Al M     ,                                 (3.2) 

где MBO – сумма моментов относительно точки В всех сил, действующих на 
нить, за исключением опорных реакций. 

Из уравнения (3.2) получим: 

BOM
A

l



.                                                (3.3) 

Эта реакция равна той реакции, которая возникла бы в простой балке 
АВ (рис. 3.2, в), нагруженной точно так же, как и заданная нить. Подобные 
реакции будем в дальнейшем называть «балочными» реакциями и обозначать 
той или иной буквой (например А, В, R) с индексом «б» (рис. 3.2, в). 

Выведем формулу для определения распора нити. Для этого должны 
быть известны координаты хотя бы одной точки нити, например точки С 
(рис. 3.2, а). Так как нить гибкая, то момент в точке С будет равен: 

л 0С CM Hy  ,                                           (3.4) 

где ∑МСл – сумма моментов всех вертикальных сил (включая и опорную 

реакцию), расположенных левее сечения С. 
Из рис. 3.2, в следует, что такая сумма будет представлять собой 

изгибающий момент в соответствующем сечении простой балки. Подобные 
моменты по аналогии с реакциями будем называть «балочными» и 

обозначать буквой М с индексом «б», в данном случае 
б

CM . Тогда уравнение 

(3.4) можно представить в виде 
б

C CM Hy  ,                                                (3.5) 

откуда, в свою очередь, имеем: 

H = б

CM /уС ,                                               (3.6) 

где б

CM  и уС – балочный момент и ордината нити в сечении С. 

Заметим, что формула (3.6) позволяет определить распор нити в том 
случае, если известна ордината уС в каком-то ее сечении. 

Часто необходимо узнать ординаты нити в любой точке по ее длине. 
После определения распора нити такая задача легко решается с применением 
формулы (3.5). Эта формула справедлива не только для какой-то 
определенной точки С, но и для любой точки К по длине нити. При таких 
условиях формула (3.5) может быть переписана в виде 

бM Hy ,                                                      (3.7) 

где бM  и y относятся к любому сечению нити. 

Отсюда следует формула для определения ординаты нити в любом ее 

сечении: 

y = бM /H .                                                   (3.8) 
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§ 3.4. Общее решение задачи для гибкой нерастяжимой нити 

 

3.4.1. Основное дифференциальное уравнение задачи и его общий 

интеграл. Предположим, что гибкая нерастяжимая нить подвешена в точках 

А и В и нагружена произвольной вертикальной нагрузкой g(x) (рис. 3.3). 

Будем считать, что длина нити L известна. Требуется найти уравнение линии 

равновесия нити. 

 

Рис. 3.3. К расчету гибкой нерастяжимой нити 

 

Рассмотрим условия равновесия элемента нити ds (рис. 3.4), т. е. 

приравняем к нулю проекции всех сил на горизонтальную и вертикальную 

оси. На элемент нити действуют нормальные растягивающие силы Т и Т1 и 

вертикальная нагрузка g(x)dx. Суммируя проекции всех сил на ось x, получим 

следующее уравнение: 

1cosα cos(α α) 0T T d    ,                                   (3.9) 

откуда следует, что горизонтальная проекция нормальных сил H есть 

величина постоянная. 

Вертикальные составляющие нормальных сил будут равны: 

tgα
dy

H H
dx

   ; tg(α α)
dy dy

H d H d
dx dx

  
     

  
. 

Составим второе уравнение равновесия: 

( ) 0
dy dy dy

H Hd H g x dx
dx dx dx

 
    

 
,                          (3.10) 

откуда имеем: 
2

2
( )

d y
H g x

dx
  .                                                 (3.11) 

Полученное равенство есть известное основное дифференциальное 

уравнение равновесия гибкой нерастяжимой нити, находящейся под 

действием произвольной вертикальной нагрузки. 
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Интегрируя уравнение (3.11) один раз, получим: 

1 1( ) ( )
dy

H g x dx C x C
dx

      , 

а интегрируя вторично, имеем: 

1 2( )Hy x dx C x C     . 

 

Рис. 3.4. К определению равновесия элемента нити ds 

 

Используя аналогию с простой балкой, можно записать 

бdy
H Q

dx
 ; бHy M                                        (3.12) 

или 
бdy Q

dx H
 ; 

бM
y

H
 ,                                         (3.13) 

где бQ  и бM  – соответственно поперечная сила и изгибающий момент в 

однопролетной балке пролетом l, нагруженной нагрузкой g(x). 

 

3.4.2. Дифференциальная зависимость между распором и нагрузкой. 
Для того чтобы решение (3.13) было доведено до конца, необходимо 

определить величину распора нити. Последнее было бы очень просто 

сделать, если бы заранее была известна хотя бы одна из ординат линии 

равновесия нити. Так, например, если нить загружена равномерно 

распределенной вдоль оси х нагрузкой q и, кроме того, известна стрела 

провисания нити в середине пролета f, то в этом простейшем случае величину 

распора можно определить по формуле 
2 8H ql f . 

Однако в практических задачах, как правило, ни одна из 

промежуточных ординат линии равновесия заранее не известна. Обычно 

задаются либо только длиной нити L, либо ее стрелой провисания f при 

одном из частных случаев загружения простой нагрузкой. Такой чаще всего 

является нагрузка, равномерно распределенная вдоль пролета, нагрузка в 

виде одной сосредоточенной силы либо любая другая несложная нагрузка. 

Для таких нагрузок известно точное значение величины распора и, 

следовательно, уравнение линии равновесия нити. 
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Поскольку же здесь рассматривается общий случай работы нити, когда 

она загружена произвольной нагрузкой, то задача усложняется. Для 

упрощения расчета примем, что точки А и В нити расположены на одном 

уровне (рис. 3.3). Кроме того, будем считать, что форма равновесия и распор 

нити от какой-либо определенной нагрузки q(х) известны и, таким образом, 

известна длина нити L. При этом нагрузкой q(x) может служить одна из 

простейших нагрузок, решение для которой известно. 

Выберем на участке 0 – l произвольную точку K, например, при x = l/2. 

Обозначим через g0 значение нагрузки g(x) в этой точке и будем считать g0 

параметром этой нагрузки. Можно как угодно менять величину параметра 

нагрузки g(x), но при этом, если нить нерастяжима, форма ее равновесия 

остается неизменной, т. к. входящие в выражение (3.13) момент бM  и 

величина распора H являются линейными функциями этого параметра. 

Для решения задачи используем один из основных законов механики – 

принцип возможных перемещений, согласно которому сумма работ всех 

внешних и внутренних сил на возможных бесконечно малых перемещениях 

системы из положения равновесия равна нулю. Так как считается, что нить 

нерастяжима, то сумма работ всех внутренних сил из этого условия выпадает. 

Найдем выражение для вертикальной составляющей возможного 

перемещения Δy. Чтобы вывести нить из положения равновесия, нужно 

изменить характер функции нагрузки g(х). Для этого представим функцию 

g(х) в виде суммы двух функций g(х) = q(х) + p(х), где функция q(x) известна. 

В дальнейшем условно будем называть нагрузку q(х) начальной, а p(х) – 

дополнительной. Если обозначить через q0 и р0 параметры этих нагрузок, то 

форма равновесия нити будет оставаться неизменной до тех пор, пока будет 

сохраняться по своей величине отношение q0/р0. При этом уравнение линии 

равновесия нити будет следующим: 

 бб
0 0, ,M q p xM

y
H H

  .                                        (3.14) 

Примем, что параметр q0 остается неизменным в то время как р0 может 

изменяться по величине. Допустим, что параметр р0 получил некоторое 

конечное очень малое приращение Δр0; тогда распор Н получит также очень 

малое приращение ΔН, а у в уравнении (3.14) – такого же рода приращение 

Δу. Тогда уравнение линии равновесия нити примет следующий вид: 

 б

0 0 0, Δ ,
Δ

Δ

M q p p x
y y

H H

   


.                                     (3.15) 

Вычитая (3.14) из (3.15), получим: 

 б б
0 0 0 0 0
,( Δ ), ( , , )

Δ
Δ

M q p p x M q p x
y

H H H


 


. 

Так как функции  б

0 0 0,( Δ ),M q p p x  и б

0 0( , , )M q p x  можно представить в 

следующем виде: 
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       б б б б

0 0 0 0 0 0, Δ , , , Δ ,q p pM q p p x M q x M p x M p x      ; 

     б б б

0 0 0 0, , , ,q pM q p x M q x M p x  , 

то можно записать: 

         б б б б б

0 0 0 0 0, , Δ , , ,
Δ

Δ

q p p q pM q x M p x M p x M q x M p x
y

H H H

  
 


. 

Приведем полученное выражение к общему знаменателю: 

       б б б б

0 0 0 0Δ , , Δ , ,q p p qy HM q x HM p x HM p x HM q x      

     
 

б б б

0 0 0

1
, Δ , Δ ,

Δ
p q pHM p x HM q x HM p x

H H H
    

, 

откуда имеем: 

     

 

б б б

0 0 0Δ , Δ , Δ ,
Δ

Δ

p q pHM p x HM q x HM p x
y

H H H

 



.          (3.16) 

Изгибающий момент зависит от параметра нагрузки линейно, поэтому 

параметры нагрузок можно вынести из-под знаков функций моментов в 

выражении (3.16). Тогда Δу примет следующее выражение: 

     

 

б б б

0 0 0Δ 1, Δ 1, Δ 1,
Δ

Δ

p q pp HM x Hq M x Hp M x
y

H H H

 



.       (3.17) 

Составим теперь основное уравнение принципа возможных перемеще-

ний, оперируя пока что с перемещениями Δу – очень малыми, но конечными: 

 
   б б

0 0

0

1
Δ 1, Δ 1,

Δ

l

p qp HM x Hq M x
H H H

     

   б

0Δ 1, Δ 0pHp M x q p p dx    ,                          (3.18) 

где 

   
   
   

0 0

0 0

0 0

, 1, ;

, 1, ;

Δ Δ , Δ 1, .

q q q x q q x

p p p x p p x

p p p x p p x

  


  
  

                                 (3.19) 

Сокращая уравнение (3.18) на величину, стоящую за знаком интеграла, 

и подставляя в него вместо q, p и Δp их выражения из (3.19), а также 

раскрывая скобки, получим: 

       б 2 б

0 0 0

0

Δ 1, 1, Δ 1, 1,

l

p qp Hq q x M x Hq q x M x    

       б б

0 0 0 0Δ 1, 1, Δ 1, 1,p pHp q q x M x p Hp p x M x    

       б 2 б

0 0 0Δ 1, 1, Δ 1, 1,q pHp q p x M x Hp p x M x    



74 Глава 3 

 

         
2 б б

0 0 0Δ 1, 1, Δ Δ 1, 1,p qp Hp x M x H p q p x M x    

   б

0 0Δ Δ 1, 1, 0pH p p p x M x dx  .                          (3.20) 

Разделим последнее уравнение почленно на Δp0 и вынесем постоянные 

за знаки интегралов: 

       б 2 б

0 0

0 00

Δ
1, 1, 1, 1,

Δ

l l

p q

H
Hq q x M x dx q q x M x dx

p
    

       б б

0 0 0

0 00

Δ
1, 1, 1, 1,

Δ

l l

p p

H
p q q x M x dx Hp p x M x dx

p
     

       б 2 б

0 0 0

0 00 0

Δ Δ
1, 1, 1, 1,

Δ Δ

l l

q p

H H
p q p x M x dx p p x M x dx

p p
     

       б б

0 0

0 0

Δ 1, 1, Δ 1, 1,

l l

p qp H p x M x dx Hq p x M x dx     

   б

0

0

Δ 1, 1, 0

l

pHp p x M x dx  .                               (3.21) 

Докажем, что 

       б б

0 0

1, 1, 1, 1,

l l

p qq x M x dx p x M x dx  .                       (3.22) 

Для этого проинтегрируем левую часть равенства (3.22) по частям, 
пользуясь формулой 

0
0 0

l l
l

udv uv vdu   . 

Положим, что    б 1,pu M x  и  1,dv q x dx . 

Тогда 

 
 

б

б
1,

1,
p

p

d M x
du Q x dx

dx

    , 

а так как  
 б 1,

1,
qd Q x

q x
dx

    , то  б 1,qdv d Q x      и  б 1,qv Q x  . 

Отсюда получим: 

           б б б б б

0
0 0

1, 1, 1, 1, 1, 1,

l l
l

p p q q pq x M x dx M x Q x Q x Q x dx   . 

Так как функция  б 1,pM x  принимает нулевое значение при x = 0 и x = l, 

первый член правой части последнего равенства обращается в нуль, откуда 

следует: 
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       б б б

0 0

1, 1, 1, 1,

l l

p q pq x M x dx Q x Q x dx  .                         (3.23) 

Точно так же, после интегрирования по частям правой части равенства 

(3.22), получим: 

       б б б

0 0

1, 1, 1, 1,

l l

q p qp x M x dx Q x Q x dx  .                         (3.24) 

Из сравнения (3.23) и (3.24) следует, что равенство (3.22) справедливо. 

Учитывая это, можно представить уравнение (3.21) в следующем виде: 

       б б

0 0

0 0

1, 1, 1, 1,

l l

q pHq p x M x dx Hp p x M x dx    

       2 б б

0 0 0

0 00 0

Δ Δ
1, 1, 2 1, 1,

Δ Δ

l l

p q

H H
p p x M x dx p q p x M x dx

p p
     

       2 б б

0 0

0 00

Δ
1, 1, Δ 1, 1,

Δ

l l

q p

H
q q x M x dx p H p x M x dx

p
     

       б б

0 0

0 0

Δ 1, 1, Δ 1, 1, 0

l l

q pHq p x M x dx Hp p x M x dx    .       (3.25) 

Так как принцип возможных перемещений справедлив только для 

перемещений бесконечно малых, а не конечных, то следует предположить, 

что Δp0 → 0 и ΔH → 0; тогда и перемещения Δу также будут стремиться к 

нулю. Применяя предельный переход к уравнению (3.25) и замечая, что при 

этом последние три члена обращаются в нуль, получим следующую 

дифференциальную зависимость между величиной распора Н и параметром 

дополнительной нагрузки р0: 

       б б

0 0

0 0

1, 1, 1, 1,

l l

p qHp p x M x dx Hq p x M x dx    

       2 б б

0 0 0

0 00 0

1, 1, 2 1, 1,

l l

p q

dH dH
p p x M x dx p q p x M x dx

dp dp
     

   2 б

0

00

1, 1, 0

l

q

dH
q q x M x dx

dp
  .                              (3.26) 

Отметим, что, как и следовало ожидать, характер дифференциального 

уравнения (3.26) не меняется в зависимости от того, какой из параметров 

нагрузки р0 или q0 принимается в качестве независимой переменной. 

Решим полученное дифференциальное уравнение. Предварительно 

введем для его коэффициентов следующие обозначения: 
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   

   

   

б

1

0

б

1

0

б

1

0

1, 1, ;

1, 1, ;

1, 1, .

l

p

l

q

l

q

A p x M x dx

B p x M x dx

C q x M x dx


 




 











                                   (3.27) 

Используя обозначения (3.27) и вынося за скобки распор и его производные, 

представим уравнение (3.26) в следующем виде: 

   2 2

1 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0

0

2
dH

A p B q H A p B q p C q
dp

    .             (3.28) 

Разделяя переменные, получим: 

 1 0 1 0 0

2 2

1 0 1 0 0 1 02

A p B q dpdH

H A p B q p C q




 
.                              (3.29) 

Отметим, что выражение, стоящее в числителе правой части уравнения 

(3.29), является половиной дифференциала знаменателя. Поэтому можно 

легко проинтегрировать уравнение (3.29). При этом получим: 

 2 2

1 0 1 0 0 1 0

0

1
ln 2

2

H
A p B q p C q

C
    

или 

2 2

0 1 0 1 0 0 1 02H C A p B q p C q   .                            (3.30) 

Внесем параметры нагрузок обратно под знаки соответствующих 

функций и обозначим: 

 б б

0,q qM q x M ;  б б

0,p pM q x M ; 

 0,q q x q ;  0,p p x p . 

Введем также следующие обозначения: 

б б

0 0

; ;

l l

p qA pM dx B pM dx      
б

0

.

l

qC qM dx                     (3.31) 

Тогда выражение (3.30) примет следующий вид: 

0 2H C A B C   .                                           (3.32) 

Если использовать (3.31) и (3.22), то нетрудно найти, что 

  б б б

0 0

2

l l

q p gA B C q p M M dx gM dx       .          (3.33) 

Таким образом, окончательное решение задачи о нерастяжимой нити 

можно представить в следующем виде: 

0H C D ,                                               (3.34) 
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где 

б

0

l

D gM dx  .                                              (3.35) 

С учетом (3.23) последнее соотношение можно также записать так: 

б 2

0

( )

l

D Q dx  .                                            (3.36) 

Входящую в выражения (3.35) и (3.36) величину D будем называть 

«характеристикой нагрузки», т. к. она в интегральном виде отражает 

величину и характер функции действующей на нить нагрузки, а также 

условия закрепления ее концов. Значения характеристики нагрузки D могут 

быть определены в каждом конкретном случае либо непосредственным 

интегрированием, либо по методу Верещагина [162], либо по квадратурным 

формулам Ньютона-Котеса [56, 57]. Если функция нагрузки не является 

непрерывной на всем пролете, то интегралы, входящие в выражения (3.35) и 

(3.36), вычисляются отдельно на каждом участке, где функция нагрузки 

непрерывна, а результаты суммируются. Если нагрузка представлена в виде 

сосредоточенных сил, то интеграл в выражении (3.35) заменяется суммой из 

произведений этих сил на ординаты соответствующей эпюры моментов. 

Произвольную постоянную интегрирования С0 легко определить, 

исходя из заданных геометрических условий. Так, если задана стрела 

провисания нити f при действии на нить равномерно распределенной 

нагрузки (рис. 3.5, а), то имеем следующее условие: ( ) constg x q  . Тогда 

б 2 2

/ 2
0

8

lM q l
H

f f
  ; 

2 3
б

0

0 12

l
q l

D qM dx  , 

а из (3.34) следует, что 
2

0
0

0

12 3

48

H ql l
C

fD fql l
   . 

Таким образом, из выражения (3.34) окончательно получим: 

3

4

lD
H

f
 .                                                 (3.37) 

Если же задана длина нити L, то поступим следующим образом: 

предположим, что нить загружена сосредоточенной силой P в середине 

пролета (рис. 3.5, б). 

Тогда 
2 2

1
2

L l
f


 ; 

б

/ 2
0 2 2

1 2

lM Pl
H

f L l
 


 и 

2

0
4

P l
D  . 

Отсюда 0
0 2 2

0

H l
C

L lD
 


,                                                           (3.38) 
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а для распора H получим следующее выражение: 

2 2

lD
H

L l



.                                           (3.39) 

Причем в последнем соотношении, как и в (3.37), значение D определяется с 

использованием формулы (3.35) или (3.36). 

 

 
 

а б 

Рис. 3.5. К расчету гибкой нерастяжимой нити: 

а – действие равномерно распределенной нагрузки; 

б – действие сосредоточенной силы в середине пролета 

 

Необходимо отметить, что в начале настоящей главы было принято 

допущение, которое привело к такой чрезвычайно простой форме решения, а 

именно: величина вертикальной составляющей возможного перемещения не 

зависит от имеющих место относительно небольших горизонтальных 

смещений нагрузки. Такое предположение для пологих нитей, которые, как 

правило, применяются в строительных конструкциях, весьма близко к дейст-

вительности и дает ничтожную по величине погрешность решения, полнос-

тью компенсирующуюся его простотой. Тем не менее, рассмотрим вопрос о 

приближенности решения задачи о гибкой нерастяжимой нити. Отметим, что 

формула (3.16) выражает величину вертикальной составляющей возможного 

перемещения приближенно, что объясняется следующим образом. 

При решении задачи было принято, что точки приложения нагрузки 

прикреплены неподвижно к гибкой нити и совершают возможные 

перемещения вместе с ней. Поэтому в процессе перемещения каждая точка 

приложения нагрузки перемещается как в вертикальном, так и в 

горизонтальном направлении. Вертикальная составляющая возможного 

перемещения выражается через величины изгибающих моментов бM  до и 

после возможного перемещения. Изгибающий момент, действующий после 

возможного перемещения, в свою очередь зависит как от величины 

приращения дополнительной нагрузки, так и от места расположения нагрузки 

в пролете в конце перемещения. 

Горизонтальное смещение нагрузки в процессе возможного 

перемещения, хотя и весьма незначительно, но все же в некоторой степени 

отражается на величине конечного изгибающего момента, а, следовательно, и 
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на величине вертикальной составляющей возможного перемещения. Поэтому 

характер функций  б

0 0, ,M q p x  в (3.14) и  б

0 0 0, Δ ,M q p p x    в (3.15), в 

строгой постановке, не будет одинаковым. Этим обстоятельством для 

упрощения задачи пренебрегается, в предположении, что функция 

изгибающего момента не изменяется от имеющих место небольших 

горизонтальных смещений нагрузки. 

С другой стороны, неучет горизонтальных смещений не может 

существенно отразиться на точности решения еще и потому, что работа 

вертикальных сил на горизонтальных перемещениях в рассматриваемых 

задачах равна нулю, поскольку нагрузка здесь имеет постоянное 

вертикальное направление. 

 

3.4.3. Основные зависимости расчета гибких нитей с использо-

ванием формулы длины дуги. Расчет основан на использовании формулы 

длины дуги 
2

0

1

l
dy

L dx
dx

 
   

 
 . 

На основании (3.13) эту формулу можно представить следующим 

образом: 

 
2

б

2
0

1

l Q
L dx

H
  . 

Если заменить радикал в последней формуле его разложением в ряд, то 

выражение для длины дуги примет вид 

2 4 6
б б б

0

1 1 1
1 ...

2 8 16

l
Q Q Q

L dx
H H H

      
          

       
 . 

Выразим длину дуги приближенно, ограничившись двумя первыми 

членами разложения: 

 
2

б

0

1
1

2

l Q
L dx

H

 
  
 
  

  =  
2

б

2
0

1

2

l

l Q dx
H

  . 

С учетом (3.36) получим следующее равенство: 

22

D
L l

H
  . 

Отсюда найдем величину распора 

 2

D
H

L l



.                                           (3.40) 
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Точность решения можно повысить, если учесть еще один член ряда, 

т. е. если воспользоваться тремя первыми членами разложения. В этом случае 

длина дуги получит следующее выражение: 

2 4
б б

0

1 1
1

2 8

l
Q Q

L dx
H H

    
      

     
                            (3.41) 

или 

   
2 4

б б

2 4

0 0

1 1

2 8

l l

L l Q dx Q dx
H H

    . 

Если использовать обозначение (3.36), а также обозначение 

 
4

б

1

0

l

D Q dx  , 

то можно написать 

1

2 42 8

D D
L l

H H
   . 

В результате для определения распора получим биквадратное уравнение: 

   
4 2 1 0

2 8

D D
H H

L l L l
  

 
. 

Отсюда 

     

2

1

2
4 816

D D D
H

L l L lL l
  

 
.                      (3.42) 

Таким образом, зная длину нити L, можно определить величину 

распора, пользуясь решением (3.40) или (3.42). Из структуры полученных 

соотношений видно, что решение (3.40) дает большее значение распора, а 

решение (3.42) – меньшее; точное же значение распора находится между 

этими двумя величинами. С другой стороны решение (3.39) дает величину 

распора меньшую, чем решение (3.40), но все же с некоторым преуве-

личением. Следовательно, основное решение попадает так же, как и точное, в 

середину узкого промежутка между значениями распора (3.40) и (3.42) и 

поэтому должно быть весьма близким к точному. 

 

§ 3.5. Действие дополнительных нагружений специального вида 

 

Общая расчетная схема задачи представлена на рис. 3.6. В данном 

случае q(x) = q = const и p(x) = p = const, т. е. гибкая нерастяжимая нить 

загружена равномерно распределенной начальной нагрузкой по всему 

пролету и участковой равномерно распределенной нагрузкой, располо-

женной в произвольном месте пролета. 
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Рис. 3.6. Общая расчетная схема гибкой нерастяжимой нити 

при действии участковой нагрузки 

 

Используя полученные ранее решения, в каждом конкретном случае 

найдем основное неизвестное – величину распора H – и будем считать задачу 

о расчете гибкой нерастяжимой нити законченной, когда величина распора 

будет известна. 

 

3.5.1. Случай участковой произвольно расположенной равномерно 

распределенной нагрузки. Рассмотрим случай, когда участок длиной b, 

загруженный равномерно распределенной нагрузкой, занимает произвольное 

положение в пролете. При этом расстояние от начала координат до середины 

участка обозначим через а (рис. 3.7). 

 

 
Рис. 3.7. К расчету нити при действии участковой произвольно расположенной 

равномерно распределенной нагрузки 
 

Уравнение эпюры изгибающих моментов на различных участках будет 

иметь следующий вид: 

 б 2

I
2 2

b l a pq ql
M x x

l

 
    

 
;                           (3.43) 

   
2

б 2

II

2 2

2 2 2 8

a l b bl a b pq p ql
M x p x

l

   
     

 
;     (3.44) 
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б 2

III
2 2

q ql pab
M x x pab

l

 
      

.                         (3.45) 

Вычислим характеристику нагрузки D, пользуясь формулой (3.35): 

 
2 2

б б б

I II III

0

2 2

b b
a a

l

b b
a a

D M qdx M q p dx M qdx

 

 

      .                 (3.46) 

Если в (3.46) подставить вместо б

IM , б

IIM  и б

IIIM  их выражения из (3.43) 

– (3.45) и вынести постоянные за знаки интегралов, то выражение (3.46) 

примет следующий вид: 

 2 2 2
2

0 02 2

b b
a a

b l a pq ql
D x dx q xdx

l

 

 
     

 
   

   
 

2 2 2
2

2 2

2

2 2 2

b b
a a

b b
a a

q p a l b blql
x dx p q p xdx

l

 

 

   
     

 
   

   
2 22

2

2 2

2

8 2

b
a

l

b b
a a

a b q p p q
dx x dx



 

 
     

2 2

2

l l

b b
a a

ql pab
q xdx pqab dx

l
 

 
   
 

  . 

После интегрирования, приведения подобных членов и некоторых других 

промежуточных преобразований, окончательно получим: 

2 3 2 2 2

2 2 2
12 12 2

12

q l a a b p b
D

l l l q l

  
     

 

2 2

2 2
12 12 1

a a b pb

l l l ql

 
    

  
.      (3.47) 

Воспользовавшись формулой (3.37), подставим в нее значение D из 

(3.47). В результате искомая величина распора определится следующим 

выражением: 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2
12 12 2 12 12 1

8

ql a a b p b a a b pb
H

f l l l q l l l l ql

   
         

   
.  (3.48) 

Полученную формулу можно несколько упростить, если ввести обозначения 

α = a/l, β = b/l и γ = p/q, тогда 

   
2

2 2 2 2 212α 12α 2β β γ 12α 12α β βγ 1
8

ql
H

f
       .     (3.49) 
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Если в решении (3.49) положить γ = 0, то придем к случаю нити с 

равномерно распределенной по всему пролету нагрузкой q, для которого 

H = ql2/8f. Если же положить, что α = 0,5 и β = 1, то получим: 

 
2 2

2γ 2γ 1 1 γ
8 8

ql ql
H

f f
     , 

что соответствует равномерно распределенной по всему пролету нагрузке с 

интенсивностью (p + q). 

 

3.5.2. Случай равномерно распределенной нагрузки на половине 

пролета. Рассмотрим случай, когда участковая равномерно распределенная 

нагрузка расположена на левой половине пролета (рис. 3.8). В данном случае 

уравнение эпюры изгибающих моментов на участке I имеет следующий вид: 

 б 2

I

3 4

2 8

p q lp q
M x x


   ,                          (3.50) 

а на участке II 

  2
б 2

II

4

2 8 8

q p lq pl
M x x


    .                        (3.51) 

 

 

Рис. 3.8. К расчету нити 

при действии участковой 

равномерно распределенной 

нагрузки на левой половине пролета 

Рис. 3.9. К определению характеристики 

нагрузки D 

 

Определим характеристику нагрузки D, пользуясь формулой (3.35): 

 
/ 2

б б

I II

0 / 2

l l

l

D M q p dx M qdx    .                            (3.52) 

Если в (3.52) подставить вместо б

IM  и б

IIM  их выражения из (3.50) и 

(3.51) и вынести постоянные за знаки интегралов, то будем иметь: 
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    
2 / 2 / 2

2

0 0

3 4

2 8

l l
p q p q p q l

D x dx xdx
  

      

 2 2
2

/ 2 / 2 / 2

4

2 8 8

l l l

l l l

q p qlq pql
x dx xdx dx


     .                   (3.53) 

В результате, производя интегрирование и приведение подобных 

членов, получим: 
2 3 3 2 35

12 12 192

q l pql p l
D    .                                    (3.54) 

Величину D можно найти также с использованием метода Верещагина 

[162], если произвести соответствующие операции с эпюрой моментов и 

эпюрой нагрузок (рис. 3.9). Для этого вычислим сумму произведений 

площадей отдельных участков эпюры моментов на соответствующие 

ординаты эпюры нагрузок: 

 
 

2 22 2 2

8 16 4 32 2 3

p q l lql pl l
D p q

  
     

  
 

2 2 2 2 2

8 16 4 32 2 3

ql pl l q l l
q

  
   

  
,                                 (3.55) 

что после раскрытия скобок и приведения подобных членов даст то же самое 

значение D, которое было получено в (3.54). 

Этот же результат можно получить, если воспользоваться формулой 

(3.36) и произвести соответствующие операции с эпюрой поперечных сил. 

Подставляя найденное значение D в формулу (3.37), получим: 

22 5
1

8 16

ql p p
H

f q q

 
    

 
.                               (3.56) 

Если использовать введенное выше обозначение γ = p/q, то выражение (3.56) 

примет окончательный вид: 
2

25
1 γ γ

8 16

ql
H

f
   .                                    (3.57) 

 

3.5.3. Случай участковой симметричной равномерно распределен-

ной нагрузки. Рассмотрим нить, представленную на рис. 3.10. В данном 

случае α = 0,5 и распор определится следующим выражением: 

   
2

2 2 23 2β β γ 3 β βγ 1
8

ql
H

f
     .                      (3.58) 
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Рис. 3.10. К расчету нити Рис. 3.11. К расчету нити 

 

3.5.4. Случай участковой несимметричной равномерно распреде-

ленной нагрузки. Рассмотрим нить, изображенную на рис. 3.11, для которой 

α = 0,5β. Подставляя это значение в (3.49), получим: 

   
2

3 2 24 3β β γ 6 4β β γ 1
8

ql
H

f
     .                    (3.59) 

Если в формуле (3.59) положить β = 0,5, т. е. если принять, что 

нагрузкой загружена половина пролета, то придем к решению (3.57). 

 

3.5.5. Случай двух участковых несимметричных равномерно рас-

пределенных нагрузок. При помощи формулы (3.49) можно решить также 

задачу, изображенную на рис. 3.12. Для этого только необходимо в формуле 

(3.49) положить 2γ γ /( )p p q    , а вместо q перед радикалом поставить 

(p + q). 

Действительно, схему нагрузки, изображенную на рис. 3.12, можно 

рассматривать как результат совместного действия двух нагрузок – сплошной 

равномерно распределенной нагрузки интенсивностью (p + q), направленной 

вниз, и нагрузки на участке b интенсивностью p, направленной вверх. 

Последнее приводит задачу к схеме на рис. 3.7, в которой следует принять 

вместо q и р соответственно 2q p q   и 2p p  . Таким образом, в данном 

случае формулу для определения распора можно записать в следующем виде: 
2( )

8

p q l
H

f


   

   2 2 2 2 2

2 212α 12α 2β β γ 12α 12α β βγ 1       .         (3.60) 

При этом значение р, стоящее в скобках перед радикалом и в формуле для γ2, 

нужно брать с положительным знаком. 

 

3.5.6. Случай произвольно расположенной сосредоточенной 

нагрузки. Рассмотрим гибкую нить, одновременно загруженную сплошной 

равномерно распределенной и сосредоточенной нагрузками (рис. 3.13). 

Обратимся к рис. 3.7. Предположим, что длина участка b стремится к 

нулю, а полная нагрузка этого участка P = pb при этом остается постоянной.  
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Как и ранее, для данного случая примем обозначение α = a/l, но γ теперь 

уже выразится несколько иначе, а именно γ1 = pb/ql = P/ql. 

 

  
Рис. 3.12. К расчету нити Рис. 3.13. К расчету нити 

 

Используя принятые обозначения, подставим в правую часть формулы 

(3.48) значение b = 0 и в результате получим: 

  
2

1 112αγ 1 α 1 γ 1
8

ql
H

f
    .                            (3.61) 

Интересно проследить, какое выражение будет иметь распор при q = 0, 

т. е. при действии сосредоточенной нагрузки Р, расположенной в произ-

вольном месте пролета (рис. 3.14). Для этого, введя q под знак радикала, 

представим формулу (3.61) в следующем виде: 

2 2
2

2
12α(1 α)

8

l P P
H q q

f l l

 
    

 
. 

 

Рис. 3.14. К расчету гибкой нити при действии произвольно расположенной 

сосредоточенной нагрузки 

 

Решение получим, если в последней формуле примем q = 0, тогда 

3α(1 α)
4

Pl
H

f
  .                                        (3.62) 

Если сосредоточенная нагрузка приложена в середине пролета, т. е. 

α = 0,5, то формула (3.62) примет следующий вид: 

3
8

Pl
H

f
 .                                               (3.63) 



Глава 3 87 

 

Сравним выражение (3.62) с результатом, который дает общая формула 

(3.37). Для данного случая величина характеристики нагрузки D будет равна: 

 2

2 1
P a l a a

D P a
l l

  
   

 
, 

т. к. определенный интеграл формулы (3.35) здесь заменяется произведением 

силы Р на изгибающий момент в точке ее приложения. Подставляя 

полученное значение D в формулу (3.37), имеем: 

3 1
4

P a
H la

f l

 
  

 
. 

Вынося l из-под знака радикала и учитывая, что a/l = α, получим: 

 3α 1 α
4

Pl
H

f
  , 

что совпадает с формулой (3.62). 

 

§ 3.6. Задача о спрямлении дуги нерастяжимой нити 
 

При решении задачи о гибкой нерастяжимой нити, находящейся под 

действием произвольной нагрузки, было принято в качестве исходного 

состояния такое положение равновесия, которое занимает нить при действии 

на нее сплошной равномерно распределенной нагрузки. При этом кривая 

провисания нити имеет форму квадратной параболы с вертикальной осью 

симметрии посредине пролета и стрелой провисания f. 

Этот прием наиболее удобен при решении практических задач, т. к. он 

приводит к весьма простому выражению (3.37), в котором распор 

представлен в виде функции от стрелы провисания, величина которой 

известна заранее для большинства расчетных случаев. Таким образом, длина 

нити L между точками подвеса может быть определена как длина дуги 

квадратной параболы, имеющей стрелу провисания f. 

Для решения указанной задачи найдем стрелу провисания нити в 

середине пролета f1 при действии сосредоточенной силы с учетом выражения 

(3.63): 
б

1

8 2
1,155

4 3 3

M Plf
f f f

H Pl
    .                           (3.64) 

Полученный результат также представлен на рис. 3.15. 

Поскольку нить нерастяжима, то длина дуги квадратной параболы АС'В 

равна сумме двух сторон треугольника АСВ, т. е. 

AC B AC BC L    .                                      (3.65) 

С учетом последнего соотношения длина дуги квадратной параболы 

АС'В определится следующим образом: 
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2

24
2

2 3

l
L f

 
  

 
                                        (3.66) 

или 

2 216

3
L l f  .                                           (3.67) 

Таким образом, вычислена длина дуги квадратной параболы как сумма 

длин двух прямых линий АС и ВС, иначе говоря, получено приближенное 

решение задачи о спрямлении дуги квадратной параболы. При этом 

приближенность решения является следствием допущения, принятого при 

решении задачи о гибкой нерастяжимой нити. 

 

 
Рис. 3.15. К определению стрелы провисания нити в середине пролета 

при действии сосредоточенной нагрузки 
 

Отметим здесь следующее. Поскольку полученный результат является 

следствием решения задачи о гибкой нерастяжимой нити, то это само по себе 

уже говорит о достаточной степени точности указанного решения. Также 

отметим, что решение такой на первый взгляд чисто математической задачи, 

как задача о спрямлении дуги, получено в результате использования одного 

из основных законов механики – принципа возможных перемещений, а 

формула (3.67) является результатом использования равенства произвольных 

постоянных в решениях (3.37) и (3.39). Действительно, если приравнять 

между собой (3.37) и (3.39), то приходим к выражению для длины дуги 

квадратной параболы (3.67). 

Полученному выше результату можно придать более общий смысл и 

вывести из него следующее математическое следствие: используя аналогию с 

гибкой нитью и принцип возможных перемещений, можно представить 

длину дуги плоской кривой в виде суммы отрезков двух прямых, 

образующих треугольник, построенный на заданном участке. 

Примем, что дана произвольная пологая кривая АВ, имеющая кривизну 

одного знака, и известно либо ее уравнение, либо уравнения отдельных ее 

частей y = φ(x). Допустим, что нужно найти длину этой кривой на участке от 

точки А до точки В. Систему координат принимаем таким образом, чтобы ось 

х проходила через точки А и В, а ось у была ей нормальна (рис. 3.16). 

Применим аналогию с гибкой нитью. Предположим, что гибкая 



Глава 3 89 

 

нерастяжимая нить, подверженная действию какой-то функции вертикальной 

нагрузки, приняла положение равновесия, совпадающее с кривой нити. 

Используя уравнение (3.11) и считая, что в данной задаче H = 1, получим: 
2

2
( )

d y
g x

dx
  , 

откуда, с учетом (3.13), следует: 

бdy
Q

dx
 , бy M .                                          (3.68) 

 
Рис. 3.16. К решению задачи о спрямлении дуги 

 

Применяя далее формулу (3.39), можно написать: 

2 2
1SlD

H
L l

 


. 

Отсюда длину дуги можно выразить следующим образом: 

1 SD
H l

l
  ,                                                (3.69) 

где DS определяется из (3.35) или (3.36) с учетом (3.68) в виде 

2

2

0

l

S

d y
D y dx

dx
   или 

2
2

2
0

l

S

d y
D dx

dx

 
  

 
 .                          (3.70) 

Таким образом, формулу спрямления произвольной дуги можно записать так: 
2

01

l
dy

dx
dx

L l
l

 
 
 

 


.                                       (3.71) 

Полученный результат имеет следующую геометрическую интер-

претацию: длина кривой вычислена как равная ей сумма длины двух сторон 

равнобедренного треугольника АВС, построенного на основании l, т. е. 

L AC BC  . При этом высота f1 треугольника АВС будет равна: 

 2 2 2

1
2 2 4 4

Sl l DL l l
f

   
      

   
 

или 

1
2

SlD
f  .                                                 (3.72) 

Конечно, полученное решение приближенное, однако степень этого 
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приближения весьма высока и тем выше, чем меньше отношение L/l. 

Кроме того следует отметить, что формулой (3.71) можно пользоваться 

для вычисления длины не только гладких кривых, но также в случаях, когда 

кривая имеет переломы. При этом подынтегральная функция в (3.71) будет 

иметь разрывы и интеграл заменится суммой интегралов, из которых каждый 

вычисляется отдельно на своем участке. 

Формула (3.67) является частным случаем решения (3.71). 

Действительно, если рассматриваемая кривая представляет coбой квадратную 

параболу с уравнением 

2

2

4 4f f
y x x

l l
  , 

то 

2

4 8dy f f

dx l l
   и 

2 2 2

2
0 0

4 8 16

3

l l
dy f f f

dx x dx
dx l l l

   
     

   
  . 

Подставляя найденное значение интеграла в формулу (3.71), получим: 

2

2

16
1

3

f
L l

l
  , 

что совпадает с формулой (3.67). 

Таким образом, пользуясь аналогией с гибкой нитью, можно найти и 

другие решения задачи о спрямлении дуги, однако полученный результат по 

своей простоте и степени точности является вполне удовлетворительным. 

 

§ 3.7. Общее решение задачи для гибкой упругой нити 
 

Предположим, что гибкая упругая нить с поперечным сечением F и 

модулем упругости Е нагружена произвольной вертикальной нагрузкой q(x) и 

находится в состоянии равновесия. Выберем в качестве независимой 

переменной жесткость нити на растяжение ω = EF, а в качестве искомой 

функции примем величину распора H. 

Пусть жесткость ω получила очень малое, но конечное приращение 

своей величины, равное δω. Тогда распор H получит некоторое приращение 

δH, а нить переместится из своего положения равновесия на величину δy(x) 

(рис. 3.17). Эта величина может быть выражена так: 

 

б б бδ
δ

δ δ

M M M H
y

H H H H H H
   

 
.                       (3.73) 

Найдем работу внешних сил, т. е. нагрузки q(x), на перемещениях δy 

   

б

1

0

( ) δ δ

δ δ

l
q x M H D H

V dx
H H H H H H

   
  .                     (3.74) 

Определим теперь работу внутренних сил. Упругое удлинение 

бесконечно малого элемента нити ds можно выразить следующим образом: 
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 
ωδ δω

δ
ω δω ω ω ω δω

T T T T T
ds ds ds

   
   

  
,                     (3.75) 

где Т – продольное усилие в нити, a δТ – приращение величины этого усилия. 

 

 
Рис. 3.17. К расчету гибкой упругой нити 

 

Элементарная работа внутренних сил определится как произведение с 

обратным знаком упругого удлинения δds на величину действующего в 

элементе усилия, равную Т + δТ, а полная работа – как интеграл этого 

произведения, распространенный на всю длину нити L: 

  
 2

0

ωδ δω δ

ω ω δω

L
T T T T

V ds
 

 
 .                            (3.76) 

Подставляя сюда значения 

cosα

H
T  , 

δ
δ

cosα

H
T   и 

cosα

dx
ds  ,                        (3.77) 

где по-прежнему α – угол наклона касательной к нити по отношению к 

горизонту, получим: 

  
 2 3

0

ωδ δω δ

ω ω δω cos α

l
H H H H dx

V
 

 
  .                      (3.78) 

Для пологих нитей с достаточной степенью точности можно считать, что 

3

3

0

const
cos α

l
dx

lm  ,                                     (3.79) 

где 1/m – среднее значение cos α, равное l/L. 

С учетом (3.79) выражение для работы внутренних сил примет вид: 

  
 

3

2

ωδ δω δ

ω ω δω

H H H H lm
V

 
 


.                          (3.80) 

Согласно принципу возможных перемещений 

1 2 0V V  .                                             (3.81) 
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Тогда, подставляя (3.74) и (3.80) в соотношение (3.81) и переходя затем 

к пределу при δω → 0 и δH → 0, получим следующую дифференциальную 

зависимость между величинами распора и жесткости нити: 
2

3 4

ω ω ω
0

d D

dH H lm H
   .                                    (3.82) 

Полученная зависимость является одним из частных случаев диффе-

ренциального уравнения Бернулли, общий интеграл которого имеет вид: 

3 3

1

ω 2

C D

H lm H
  .                                         (3.83) 

Произвольную постоянную интегрирования можно найти, если учесть, 

что в случае, когда нить нерастяжима, т. е. когда ω = ∞, величина распора 

определяется выражением (3.37) или (3.39). Если используем выражение 

(3.37), получим решение поставленной задачи в следующем виде: 

3 2

2 3 3

8ω ω

3 2

D
H H

n m lm
  ,                                   (3.84) 

где n = l/f и т = L/l, причем величины п и m вычисляются здесь без учета 

упругих деформаций нити, т. е. по ее исходной геометрии до нагружения. 

 

§ 3.8. Частные случаи решения задачи для гибкой упругой нити 
 

3.8.1. Расчет струны. Из уравнения (3.84) нетрудно найти решение для 

частного случая, когда первоначальная длина нити равна длине пролета, т. е. 

для струны, не подвергнутой предварительному натяжению. В данном случае 

m = 1 и п = ∞. Подставляя эти условия в (3.84), получим: 

3
ω

2

D
H

l
 .                                                (3.85) 

При действии равномерно распределенной нагрузки решение (3.85) 

совпадает с общеизвестной формулой 

2 2

3

24

q l EF
H  .                                           (3.86) 

 

3.8.2. Расчет предварительно напряженной струны. Предположим, 

что струна находится под действием силы предварительного натяжения N и 

произвольной поперечной нагрузки q(x) (рис. 3.18). При этом первоначальная 

длина струны до ее натяжения и нагружения поперечной нагрузкой была 

меньше расстояния между точками подвеса, т. е. величины пролета l. Через H 

в данном случае обозначим горизонтальную составляющую усилия, 

возникающего в струне при одновременном действии предварительного 

натяжения и поперечной нагрузки. При этом величина горизонтальной 

опорной реакции на каждой опоре будет также равна H, а сила N будет 

входить в состав этой реакции. 
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Если сила N получила очень малое, но конечное приращение своей 

величины δN, то тогда струна получит некоторое дополнительное удлинение 

δΔl и переместится из своего положения равновесия на величину δy. При 

этом величина распора H будет иметь некоторое приращение δH. 

Выражение для приращения δy по-прежнему будет равно (3.73), а 

соотношение для приращения удлинения струны, соответствующего 

приращению силы N, можно записать в виде 

δ
δΔ

ω

l N
l  .                                                  (3.87) 

 

Рис. 3.18. К расчету предварительно напряженной струны 

 

Запишем выражения, описывающие работу внешних и внутренних сил 

на возможных перемещениях струны из положения равновесия. Работа 

внешних сил складывается из работы нагрузки q(x) на перемещениях δy и 

работы горизонтальной составляющей опорной реакции (Н + δН) на 

приращении удлинения струны δΔl 

 
 

б

1

0

δ δ δ
( )

ω δ

l
H H l N H

V M q x dx
H H H


 

   

или 

 
 1

δ δ δ

ω δ

H H l N D H
V

H H H


 


.                           (3.88) 

Работу внутренних сил представим следующим образом: 

 
2

δ

ω

l H H
V


  .                                          (3.89) 

Составляя уравнение Лагранжа и переходя затем к пределу при δN и δН 

стремящихся к нулю, получим следующую дифференциальную зависимость 

между силой предварительного натяжения и внутренним усилием в струне: 

 3 3 ω
dH

lH lH D
dN

  .                                  (3.90) 
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Интегрируя последнее уравнение и определяя произвольную 

постоянную интегрирования из условия, что при q(x) = 0, H = N, получим: 

3 2 ω

2

D
H NH

l
  .                                       (3.91) 

Если здесь принять N = 0, то придем к решению (3.85), полученному для 

струны, не подвергнутой предварительному натяжению. 

 

§ 3.9. Учет влияния температурных воздействий 

 

Большое влияние на напряженно-деформированное состояние гибкой 

нити оказывают температурные воздействия. Изменение температуры на Δt˚ 

вызывает изменение длины нити, что, в свою очередь, вызывает изменения 

стрелы провисания и, следовательно, внутренних усилий (рис. 3.19). 

 

 

Рис. 3.19. Деформация нити при изменении температуры 

 

Определим эти величины. Для этого воспользуемся описанным ранее 

методом расчета. Только в данном случае вместо независимой переменной 

ω = EF примем приращение температуры Δt. 

Как уже отмечалось выше, если температура получит очень малое, но 

конечное приращение своей величины, равное δΔt, то изменится напряженно-

деформированное состояние нити. Распор H получит некоторое приращение 

δH, а нить переместится из своего положения на величину δy. 

Отметим, что выражение для приращения δy по-прежнему будет равно 

(3.73), а соотношение для приращения δdx можно записать в виде 

δ
δ α δΔ

ω
t t

H
dx dx dx  ,                                    (3.92) 

где αt – коэффициент линейного температурного расширения материала нити. 

Запишем соотношения, описывающие работу внешних и внутренних 

сил. Работа внешних сил состоит из работы нагрузки q(x) на перемещении δy 

и находится по формуле (3.74). Работа внутренних сил состоит из работы 

действующего в элементе dx усилия H + δH на упругом перемещении δdx 

 2

0

δ
α δΔ δ

ω

l

t t

H
U H H dx

 
    

 
 .                            (3.93) 
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Подставляя уравнения (3.74) и (3.93) в формулу (3.81), деля полученное 

выражение почленно на δH и переходя к пределу при δΔt → 0 и δH → 0, 

приходим к дифференциальному уравнению, связывающему распор в гибкой 

нити с изменением температуры, 

3

Δ 1

α α ω
t

t t

d D

dH lH
   .                                         (3.94) 

Зависимость (3.94) является дифференциальным уравнением первого 

порядка с разделяющимися переменными. Общий интеграл (3.94) примет вид 

2
Δ

2α α ω
t

t t

D H
C

lH
   .                                       (3.95) 

Произвольную постоянную интегрирования C определим из условия, 

что при Δt = 0 распор H = H1, т. е. распору в нити при действии начальной и 

дополнительной нагрузок. Подставляя значение C в выражение (3.95), 

получим решение рассматриваемой задачи в виде 

2
3 20

2

8 ω
α Δ ω

3 2
t t

y D
H H

l l

 
   
 

.                                 (3.96) 

Если здесь принять, что Δt = 0, то уравнение (3.96) преобразуется в 

известное соотношение, полученное в работе [158] для гибкой упругой нити. 

 

§ 3.10. Учет влияния смещения и осадки опор 

 

Большое влияние на напряженно-деформированное состояние гибкой 

нити, кроме изменения температуры окружающей среды, может оказать 

также смещение и осадка опор. Допустим, что одна из опор нити сместилась 

по оси X на величину u, по оси Y – на v и по оси Z – на w (рис. 3.20). 

 

  

а б 

Рис. 3.20. Деформация нити при смещении и осадке опоры: 

а – вертикальная проекция; б – горизонтальная проекция 

 

Суммарное изменение пролета нити составит: 
2 2

Δl

w
u

l l


   ,                                            (3.97) 
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а длина пролета будет равна l + Δl . В связи с этим интегрирование при 

определении работ внешних и внутренних сил в данном случае должно быть 

распространено не на длину l, а на новую длину l + Δl . Но, как отмечено в 

работе [111], изменение пролета Δl очень мало по сравнению с l и 

интегрировать можно по длине l. 

Определим приращения параметров напряженно-деформированного 

состояния гибкой нити, возникающие в результате увеличения пролета нити 

на очень малую, но конечную величину δΔl. Как и в случае с изменившейся 

температурой, соотношение для приращения δy примем в виде (3.73). 

Упругое удлинение бесконечно малого элемента нити вычисляется по 

формуле 

δ
δ

ω

H
dx dx .                                              (3.98) 

Работу внешней нагрузки запишем в виде формулы (3.74), а для работы 

распора H + δH на пролете Δl будем иметь: 

 2

1 δ δΔlU H H  .                                        (3.99) 

Работу усилия H + δH на упругом перемещении δdx выразим 

следующим образом: 

 2

0

δ
δ

ω

l
H

U H H dx   .                                (3.100) 

Подставляя эти выражения для работ внешних и внутренних сил в 

уравнение (3.81), получим: 

 
 

б

0

δ

δ

l
q x M Н

dx
Н Н Н

 
    

0

δ
δ δΔ δ 0

ω

l

l

H
H H H H dx    .    (3.101) 

Разделив уравнение (3.101) почленно на δH и затем перейдя к пределу 

при δΔl → 0 и δH → 0, получим дифференциальную зависимость между 

распором и приращением пролета упругой гибкой нити 

3

Δ

ω
ld D l

dH H
  .                                          (3.102) 

Полученная зависимость является обыкновенным дифференциальным 

уравнением первого порядка, общий интеграл которого имеет вид 

2
Δ

2 ω
l

D Hl
C

H
    .                                    (3.103) 

Произвольную постоянную интегрирования в уравнении (3.103) опре-

делим из условия, что при Δl = 0 распор H = H1, т. е. по распору в нити при 

действии начальной и дополнительной нагрузок. Затем, подставляя значение 

произвольной постоянной интегрирования в выражение (3.103), получим: 

2
3 20

2

8 Δ ω
ω

3 2
ly D

H H
l l l

 
   
 

.                            (3.104) 
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Отметим, что здесь, как и в случае с изменяющейся температурой, при 
Δl = 0 уравнение (3.104) преобразуется в известное соотношение [158] для 
гибкой упругой нити, нагруженной произвольной вертикальной нагрузкой. 

§ 3.11. Расчет многопролетной гибкой упругой нити на упруго-
податливых опорах 

Задачи, связанные с расчетом многопролетных нитей, часто возникают 
при проектировании покрытий линейно-протяженных промышленных зданий 
и инженерных сооружений типа трубопроводных переходов, висячих мостов 
и т. п. Рассмотрим решение указанной задачи. 

Предположим, что многопролетная гибкая нить с поперечным сечением 
F, модулем упругости E, пролетами l1, l2,…, li,…, ln подвешена к упруго-
податливым опорам с коэффициентами жесткости k0, k1,…, ki,…, kn. Известно 
также, что нить нагружена произвольной вертикальной нагрузкой q(x) и 
находится в состоянии равновесия. Выберем, как и ранее, в качестве 
независимой переменной площадь поперечного сечения нити F, а искомой 
функции – распор H. 

Если площадь поперечного сечения увеличится на бесконечно малую 
величину δF, то изменится напряженное состояние нити и ее геометрия. 
Тогда в i-м пролете распор Hi получит некоторое приращение δHi, а нить 
переместится из положения равновесия на величину δyi (рис. 3.21). При этом 
опоры получат некоторые перемещения δΔi-1 и δΔi. Последние, хотя и будут 
небольшими, но могут оказать существенное влияние на напряженно-
деформированное состояние нити, в частности, на перераспределение усилий 
в смежных пролетах. 

li-1
q(x)

yi

0 1 i–1 i n–1 n

l1

0 1 i–1 i n–1 n

l2 li li+1 ln–1 lnli–1

 
Рис. 3.21. К расчету многопролетной нити на упруго-податливых опорах 

 

Представим приращения усилий и ординат провисания нити в виде 

 

бδ
δ

 δ
i i

i

i i i

M Н
y

Н Н Н
 


;                                       (3.105) 

 
δ δ

δ
δ

i i i i i i
i

i i i i i i

E F H H E F
dx dx

E F E F E F





.                                (3.106) 
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Виртуальные перемещения опор могут быть записаны следующим образом: 

 1

1 1 1δΔ δ δi i i ik H H

     ,                                    (3.107) 

 1

1δΔ δ δi i i ik H H

   ,                                     (3.108) 

при этом знак «+» соответствует перемещению опоры наружу, а знак «–» – 

внутрь пролета. 

Определим работу внешних сил, т. е. нагрузки qi(x) на перемещениях δyi 

 
 

б

1

1

0

δ

 δ

il

i i i

i

i i i

q x M Н
U dx

Н Н Н
 

                                    (3.109) 

и возникающих в упруго-податливых опорах реакций на виртуальных 

перемещениях опор по направлению этих реакций 

  2 1

1 1 1 1 1δ δ δ δi i i i i i i iU k H H H H H H

           

  1

1 1 1δ δ δ δi i i i i i ik H H H H H H

       .                   (3.110) 

Для работы внутренних сил имеем: 

  
 2

0

δ δ δ

δ

il

i i i i i i i i

i

i i i i i i

E F H H E F H H
U dx

E F E F E F

 
 

 .                 (3.111) 

Применим для решения задачи принцип Лагранжа. Подставляя (3.109)–

(3.111) в (3.81) и переходя в полученном выражении к пределу при δFi → 0 

и δHi → 0, после некоторых преобразований придем к дифференциальному 

уравнению, описывающему напряженно-деформированное состояние много-

пролетной гибкой нити на упруго-податливых опорах 

 
2

1 1

1
i i i i

i i

i i i i

dF F E F
k k

dH H l H

 

      

 
2 2

1 1

1 1 12 4
0i i i i i

i i i i

i i i i

E F D E F
k H k H

l H l H

 

     .                     (3.112) 

Эта зависимость является одним из частных случаев дифференци-

ального уравнения Бернулли. Общий интеграл уравнения (3.112) будет: 
1 1

1

3

1

2
i i i

i i i i i i

C D k k

E F H l H l

 

 
     

 1 1

1 1 1

ln i
i i i i

i i

H
k H k H

l H

 

   .                                (3.113) 

Произвольную постоянную интегрирования C найдем из условия, что 

при EiFi = ∞ и ki-1 = ki = ∞ распор в нити определяется по формуле 

3

4

i i

i

i

l D
H

f
 ,                                              (3.114) 

где fi – стрела провисания нерастяжимой гибкой нити в середине пролета при 

равномерно распределенной нагрузке. 
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Подставив соотношение (3.114) в (3.113), определим C. Затем, 

подставив найденное значение произвольной постоянной в выражение 

(3.113), получим: 
2 1 1

3 21 1 1

2 1 1

1

8 3 ( )ln

3 [ ( )]
i i i i i i i i i

i i

i i i i i i

E Fl n k H k H H
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n l E F k k

 

  

 



  
 


 

1 1

12[ ( )]
i i i

i i i i i

D E F

l E F k k 






.                                     (3.115) 

Здесь принято, что ni = li / fi – коэффициент, который вычисляется без 

учета упругих деформаций нити, т. е. по ее исходным геометрическим 

размерам до загружения. 

Если в полученном уравнении положить, что i = 1, то придем к случаю 

гибкой нити на упруго-податливых опорах, для которого выражение (3.115) 

запишется в виде 

3 2

2 1 1 1 1

0 1 0 1

8ω ω

3 [ ω( )] 2[ ω( )]

l D
H H

n l k k l k k   
 

 
.         (3.116) 

Этот результат был получен впервые Е.М.Сидоровичем [225]. 

 

§ 3.12. Оценка исходных допущений и полученных решений 

 

Положенные в основу настоящей теории расчета гибких нитей 

исходные допущения можно условно разделить на три группы: 

 допущения, связанные с условиями работы рассматриваемых 

конструкций (пологость нити, упругая работа материала, пренебрежимо 

малая изгибная жесткость нити); 

 предпосылки, связанные с характером деформирования поперечных 

сечений нити (одноосное напряженное состояние продольных волокон нити); 

 допущения, отражающие приближенность теории (например, 

пренебрежение влиянием горизонтальных составляющих возможных 

перемещений при выводе уравнения (3.34), приближенное определение 

произвольных постоянных при отыскании его частных решений и пр.). 

Первые две группы предпосылок являются общепринятыми и широко 

используются при построении различных теорий расчета балок. В связи с 

этим их область применения и вносимая в результаты расчетов величина 

погрешности достаточно подробно исследованы многими авторами в 

большом количестве публикаций [23, 62, 84, 132, 162, 172]. В этих работах 

показано, что использование указанных допущений обеспечивает для 

параметров напряженно-деформированного состояния рассчитываемых 

конструкций весьма точные результаты. Поэтому в настоящей работе 

оценка погрешности данных предпосылок не производилась. 

Что касается третьей группы допущений, то оценка погрешности при 

определении усилий, действующих в гибкой нити, проведена путем 

сравнения с результатами, полученными точным способом для различных 
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случаев нагружения нити одной сосредоточенной силой, т. е. для самой 

неблагоприятной схемы нагружения. При этом учитывалось влияние 

минимальных и максимально возможных упругих удлинений нити в 

диапазоне относительных деформаций от 0 до 0,0083, что удовлетворяет 

условиям применения нитей из высокопрочной стальной проволоки. 

Результаты оценки погрешности при определении максимальных 

усилий по формуле 2 б 2( )T H Q   приведены в табл. 3.1. Эти же данные 

иллюстрируются на рис. 3.22, где показаны кривые зависимости погрешности 

определения усилия в нити от параметра α = a/l при различных стрелах 

провисания и модулях упругости. При этом в указанную формулу 

подставлялись значения распора, определенные из соотношений (3.37), (3.84) 

и (3.85). 

Таблица 3.1 

 

Величина погрешности ΔТmax 

в % при α 

0,5 0,25 0,1 0,05 0,01 0 

fн = 0,125l, Е = ∞ - 0,7 + 0,4 + 3,1 + 4,8 + 3,7 0 

fн = 0,125l, 

Е = 1,7∙105 МПа 

- 0,5 

905 

+ 0,5 

1052 

+ 3,2 

830 

+ 4,9 

1310 

+ 3,4 

1405 
0 

fн = 0, 

Е = 1,7∙105 МПа 

+ 0,3 

997 

+ 0,3 

910 

+ 0,8 

970 

+ 1,4 

1020 

+ 3,2 

840 
0 

Примечание. В числителе приведена величина погрешности в %, в знаменателе – 

соответствующие величины напряжений в наиболее напряженном поперечном 

сечении нити в МПа. 

 

Из табл. 3.1 и рис. 3.22 видно, что величина погрешности во всех 

случаях не превышает 0,7% в сторону преуменьшения и 4,9% – в сторону 

преувеличения усилий, действующих в нити. Наибольшая величина 

погрешности возникает при расположении сосредоточенной нагрузки вблизи 

точек подвеса нити. При перемещении этой нагрузки к центру пролета 

погрешность быстро уменьшается и становится меньше 1%. 

При уменьшении стрелы провисания величина погрешности также 

существенно падает и при расчете струны становится минимальной. 

Естественно, что для предварительно напряженной струны эта погрешность 

будет еще меньше. 

Кроме того, оценка погрешности показала, что формула (3.8) 

применима для определения ординат линии равновесия нити во всех случаях, 

когда значение тангенса угла наклона нити на опоре не превышает 0,9. В 

этом предельном случае погрешность составляет около 6% в сторону 

преуменьшения ординат. Этот предельный случай соответствует 

расположению сосредоточенной нагрузки на расстоянии 0,1l от опоры при 

n = 8 и 0,01l при n = ∞, т. е. при расчете струны. Более близкое расположение 
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сосредоточенной нагрузки к опоре практического значения не имеет, а при ее 

перемещении по направлению к центру пролета погрешность быстро 

уменьшается. 

 

 

Рис. 3.22. Зависимость между погрешностью определения 

максимальных усилий в нити ΔТmax и параметром α 

при различных стрелах провисания и модулях упругости: 

1 – fн = 0,125l и Е = ∞; 2 – fн = 0,125l и Е = 1,7∙105 МПа; 3 – fн = 0 и Е = 1,7∙105 МПа 

 

Наконец, следует отметить, что здесь рассмотрены самые 

неблагоприятные для принятых допущений схемы нагружения нити. При 

несимметричном нагружении одной сосредоточенной нагрузкой 

горизонтальные перемещения нити, которыми в расчете пренебрегается, 

получаются наибольшими. При всех других видах нагружения эти 

горизонтальные перемещения значительно уменьшаются, а, следовательно, 

точность решения повышается. 



ГЛАВА 4 

УТОЧНЕННАЯ ТЕОРИЯ РАСЧЕТА НИТЕЙ 

КОНЕЧНОЙ ЖЕСТКОСТИ 

§ 4.1. Предварительные замечания. Предпосылки расчета 

В предыдущей главе была отмечена относительная условность разделе-
ния нитей на нити, во-первых, с малыми и большими стрелами провисания и, 
во-вторых, гибкие и жесткие. Также было указано, что идеально гибких ни-
тей не существует, поскольку любая нить имеет некоторую степень жесткос-
ти, однако при этом во многих случаях представляется возможным рассчиты-
вать нити как абсолютно гибкие. 

Поскольку методы расчета гибких нитей резко отличаются от методов 
расчета нитей конечной жесткости, то необходимо определить границу, пока-
зывающую, в каких случаях следует применять теорию гибких нитей и в ка-
ких – теорию нитей конечной жесткости. Указанную границу наиболее удоб-
но построить, используя для оценки жесткости нити отношение напряжений 
изгиба к напряжениям растяжения σи/σр, возникающих в поперечных сечени-
ях нити при ее деформировании под нагрузкой. Таким образом, если при вы-
полнении расчетов возможно принять ошибку в α процентов, то для гибкой 
нити будет справедливо условие σи/σр ≤ α. При этом, как показано в работах 
[62, 67, 198, 199], величину ошибки α вполне обоснованно можно принять 
равной α = 5%. 

Отметим также следующее. Предложение об использовании для оценки 
жесткости нитей отношения напряжений изгиба к напряжениям растяжения 
σи/σр в общем случае применимо не только для нитей, но также и для любых 
других конструктивных систем. Так, например, если величина напряжений 
растяжения σр есть величина отрицательная, то тогда, с учетом априорной 
положительной определенности величины напряжения изгиба σи, будем 
иметь σи/σр < 0. Последнее свидетельствует о том, что рассматриваемая кон-
структивная система представляет собой арку. Если же величина напряже-
ний растяжения σр принимает значение, равное нулю, то тогда имеем 
σи/σр = ∞ и рассматриваемая конструктивная система является балкой. 

В связи с изложенным можно сформулировать качественные усло-
вия градации разных типов конструктивных систем следующим образом: 

 если σр < 0, то σи/σр < 0 и конструктивная система представляет со-

бой арку; 

 если σр = 0, то σи/σр = ∞ и конструктивная система представляет со-

бой балку; 

 если σр > 0 и 0 ≤ σи/σр ≤ 0,05, то конструктивная система представля-

ет собой абсолютно гибкую нить; 

 если σр > 0 и 0,05 < σи/σр < ∞, то конструктивная система представ-

ляет собой нить конечной жесткости. 
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Таким образом, в предлагаемой теории расчета рассматриваются нити, 

удовлетворяющие следующим требованиям: 

1. Отношение пролета нити к стреле ее провисания должно находиться 

в пределах 8 ≤ l/f < ∞, т. е. нить принимается пологой. При этом если опоры 

нити расположены на разных уровнях, то угол наклона к горизонту линии, 

соединяющей точки ее подвеса, не должен превышать 20°. 

2. Отношение напряжений от изгиба к напряжениям от растяжения 

должно находиться в пределах 0,05 < σи/σр < ∞, т.е. нить принимается конеч-

ной изгибной жесткости. 

3. Материал нити считается однородным, изотропным и абсолютно 

упругим. 

Согласно литературным источникам, подавляющее большинство (около 

95 %) нитей конечной жесткости, применяемых в висячих конструкциях, от-

вечают данным требованиям. 

При расчете нитей используются следующие положения: 

1. Гипотеза плоских сечений, предполагающая, что плоские до изгиба 

поперечные сечения, нормальные к оси нити, после изгиба остаются плоски-

ми и нормальными к изогнутой оси. Использование этого допущения позво-

ляет свести исследование деформированного состояния нити к рассмотрению 

изгиба ее оси. 

2. Допущение о том, что продольные волокна нити не давят одно на 

другое, т.е. находятся в одноосном напряженном состоянии – позволяет счи-

тать нормальное напряжение в поперечных сечениях нити функцией только 

относительного удлинения волокна. 

3. Допущение о том, что кривизна изогнутой оси нити в любой точке за-

висит только от величины изгибающего момента в этой точке позволяет пре-

небречь влиянием перерезывающей силы на кривизну оси нити вследствие ее 

незначительности. 

4. Так как перемещения нити считаются не малыми и соизмеримыми со 

стрелой ее провисания, то расчет является нелинейным и ведется по дефор-

мированной схеме. 

5. Статическая неопределимость относительно распора раскрывается с 

помощью принципа возможных перемещений. При этом принцип Лагранжа 

используется в своей строгой постановке, т.е. к перемещениям бесконечно 

малым, а не конечным. Это приводит задачу к дифференциальным зависи-

мостям, которые, в отличие от имеющихся решений, дают более точные ре-

зультаты при определении параметров напряженно-деформированного со-

стояния нити и позволяют представить решение в замкнутом виде. 

Первые три положения являются общепринятыми и составляют основу 

технической теории изгиба, успешно применяемой при рассмотрении дефор-

мирования балок и нитей конечной жесткости. Степень их точности хорошо 

изучена: обычно при расчете балок, у которых отношение пролета к высоте 

поперечного сечения более пяти, погрешность не превышает нескольких 
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процентов. При расчете же нитей конечной жесткости величина погрешности 

гораздо меньше, поскольку в данных системах отношение пролета к высоте 

поперечного сечения во много раз более пяти. 

§ 4.2. Общий случай деформации нити. 

Основные дифференциальные уравнения задачи 

Рассмотрим расчет нитей конечной жесткости на произвольную верти-

кальную и горизонтальную поперечные нагрузки, т.е. общий случай расчета 

несущих элементов висячих систем [182]. 

Предположим, что работающая с изгибом от начальной и дополнитель-

ной нагрузки нить конечной жесткости с поперечным сечением площадью F, 

моментом инерции I и модулем упругости E нагружена произвольной верти-

кальной ( )q x  и горизонтальной ( )p x  нагрузками* и находится в состоянии 

равновесия. Выберем при выводе разрешающих уравнений в качестве неза-

висимой переменной площадь поперечного сечения нити F, а в качестве ис-

комой функции примем величину распора H. 
Если площадь поперечного сечения нити F получит очень малое, но ко-

нечное приращение своей величины, равное F , то изменятся величины дей-
ствующих в нити внутренних усилий и ее геометрия. В вертикальной плоско-

сти изгибающий момент zM  получит некоторое приращение zM , угол 

между двумя бесконечно близкими поперечными сечениями нити  – прира-
щение  , а нить переместится из своего положения на величину y . Анало-

гично в горизонтальной плоскости изгибающий момент yM  получит прира-

щение yM , угол между двумя бесконечно близкими поперечными сечения-

ми нити  – приращение  , а нить переместится из своего положения рав-

новесия на величину z  (рис. 4.1). 
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Рис. 4.1. К выводу дифференциального уравнения: 

а – вертикальная проекция; б – горизонтальная проекция 

_________________________________________ 

* Под q(x) подразумевается сумма всех нагрузок, действующих на нить в вертикальной плос-

кости, а под p(x)  – сумма всех нагрузок, действующих на нить в горизонтальной плоскости. 
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Кроме того, распор H получит некоторое приращение своей величины, 

равное H . Выразим эти величины через балочный изгибающий момент б

zM  

и б

yM , балочный прогиб бy  и бz  и искомый распор H. Для этого воспользу-

емся известными зависимостями [62] 

бM M
H

f


 ;     (4.1) 

б

б

f
M M

f
 .                (4.2) 

Здесь необходимо отметить, что формула (4.1) абсолютно точна, по-

скольку отражает условия равновесия нити. Формула (4.2) – приближенна, 

т. к. она получена на базе предпосылки о пропорциональности прогибов и 

изгибающих моментов в нити конечной жесткости и аналогичной ей по всем 

параметрам балке. Однако точность данной формулы достаточно высока, а ее 

использование вносит в расчет погрешность, сопоставимую с погрешностью 

допущения о пологости нити. 

С учетом (4.1) и (4.2) выражения для прогибов и изгибающих моментов 

в нити конечной жесткости можно записать в следующем виде: 

б б

б б

z

z

M у
y

Ну М



;                       (4.3) 

б б

б б

y

y

М z
z

Нz М



;               (4.4) 

б 2

б б

( )z
z

z

М
М

Ну М



;    (4.5) 

б 2

б б

( )y

y

y

М
М

Hz М



,    (4.6) 

а приращения параметров напряженно-деформированного состояния нити 

определяются по формулам: 

б б 2

б б б б б

( )

( )( )
z

z z

M у Н
y

Ну Ну М Ну М


  

   
;                   (4.7) 



106 Глава 4 

 

 

б б 2

б б б б б

( )

( )( )

y

y y

M z Н
z

Нz Нz М Нz М


  

   
;              (4.8) 

б 2 б

б б б б б

( )

( )( )
z

z

z z

М у Н
М

Ну Ну М Ну М


  

   
;   (4.9) 

б 2 б

б б б б б

( )

( )( )

y

y

y y

М z Н
М

Нz Нz М Нz М


  

   
;  (4.10) 

 
EF H HE F

dx dx
EF EF E F

  
 

 
;   (4.11) 

 

б 2 б б б б

б б б б б

( ) ( )

( )( )
z z

z z

M у НЕI y НЕ I у HE I M Е I
d dx

EI EI E I Hy Hy M Hy M

       
   

     
;    (4.12) 

 

б 2 б б б б

б б б б б

( ) ( )

( )( )

y y

y y

M z НЕI z НЕ I z HE I M Е I
d dx

EI EI E I Hz Hz M Hz M

       
   

     
.    (4.13) 

Работа внешних сил вычисляется как интеграл из произведения функ-

ции нагрузки )(xq  и )(xp  на выражение (4.7) и (4.8) соответственно, распро-

страненный на всю длину пролета l : 

б б 2
1

1 б б б б б

0

( ) ( )

( )( )

l

z

z z

q x M у Н
U dx

Ну Ну М Ну М


 

    ;    (4.14) 

б б 2

2

1 б б б б б
0

( ) ( )

( )( )

l

y

y y

p x M z Н
U dx

Нz Нz М Нz М


 

    .    (4.15) 

Работа внутренних сил состоит из работы усилия H H  на упругом 

перемещении dx  и работы изгибающих моментов zz MM   и yy MM   

на изменении угла между двумя бесконечно близкими поперечными сечени-

ями нити d  и d  соответственно: 

1

2

0

( )( )

( )

l
EF H HE F H H

U dx
EF EF E F

    
 

  ;      (4.16) 
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б 4 б б б б
2

2 б б б б б 2

0

( ) ( )

( )( )( )

l

z z

z z

M у НЕI y НЕ I у HE I M Е I
U dx

EI EI E I Hy M Hy Hy M

       


      ;     (4.17) 

б 4 б б б б

3

2 б б б б б 2
0

( ) ( )

( )( )( )

l

y y

y y

M z НЕI z НЕ I z HE I M Е I
U dx

EI EI E I Hz M Hz Hz M

       


      .     (4.18) 

Согласно принципу Лагранжа сумма работ всех внешних и внутренних 

сил на бесконечно малых возможных перемещениях системы из положения 

равновесия равна нулю 

1 2 0U U  .        (4.19) 

Тогда, подставляя (4.14) – (4.18) в соотношение (4.19), получим: 
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0
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l

y y
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M z НЕI z НЕ I z HE I M Е I
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 

      .       (4.20) 

Представим бy  и бz  следующим образом: 

б б1
( )

m
y y EI

EI EI
  ;    (4.21) 

б б1
( )

n
z z EI

EI EI
  .    (4.22) 

Разделив уравнение (4.20) почленно на H  и переходя затем к пределу 

при 0H  и 0F  с учетом (4.21) и (4.22), получим следующее общее 

дифференциальное уравнение для определения величины распора в упругой 

нити конечной жесткости: 
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2 б 3
0

( )
0

( )

l
y

y

M nE F I
dx

lH Hn EIM


 .       (4.23) 

Интегралы, входящие в уравнение (4.23), зависят от вида приложенной 

к нити нагрузки и условий закрепления ее концов. Их значения могут быть 

определены в каждом конкретном случае либо непосредственным интегриро-

ванием, либо по квадратурным формулам Ньютона-Котеса [56, 57]. 

Если в уравнении (4.23) положить 0)( xp , то придем к случаю изгиба 

нити конечной жесткости только в вертикальной плоскости. Тогда уравнение 

(4.23) преобразуется к виду 

 



l

z

z dx
EIMHm

mMxq

lH
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dH
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0
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2

2

)(
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2 2 б 4

2 б 3

0

( )
0

( )

l

z

z

E F I M m
dx

lH Hm EIM
 

 .                               (4.24) 

Если допустить, что действующая на нить нагрузка является равномер-

но распределенной, а концы нити закреплены шарнирно, то после некоторых 

преобразований получим уравнение: 

2 6 2 2 6 2 2

2 2 2 2 2 3

25 120
0

12 (5 48 ) (5 48 )

dF F q l EF q l E F I

dH H H l H EI H l H EI
   

 
. (4.25) 

Наконец, если в этом уравнении положить 0I  , то придем к решению, 

полученному Р.Н. Мацелинским [95, 97] для гибкой упругой нити, 

2 2 2

4
0

12

d q l

dH H H

  
   ,           (4.26) 

где EF  – жесткость нити на растяжение. 

Таким образом, задача расчета гибких упругих нитей представляет со-

бой частный случай рассматриваемой здесь теории расчета нитей конечной 

жесткости. 
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В случае нити конечной жесткости, работающей без изгиба от началь-

ной и с изгибом от дополнительной нагрузки, исходные соотношения (4.1) и 

(4.2) могут быть представлены в виде 

б

0

M M
H

f f





;     (4.27) 

б

б

f
M M

f
 ,     (4.28) 

где 0f  – стрела провисания нити при действии начальной нагрузки. 

С учетом последних выражений соотношения для y, z, zM  и yM  можно 

записать в следующем виде: 

б б

0

б б

( )z

z

M Hy у
y

Ну М





;    (4.29) 

б б

0

б б

( )y

y

M Hz z
z

Нz М





;               (4.30) 

б б

0

б б

( )z z
z

z

M Hy M
М

Ну М





;                  (4.31) 

б б

0

б б

( )y y

y

y

М Нz М
М

Hz М





.    (4.32) 

Выполнив соответствующие преобразования, получим уравнение: 

2 б

0

2 б 2

0

( ) ( )

( )

l

z

z

dF F EF q x M m m EIy
dx

dH H lH Hm EIM


  


б2

0

2 б 2
0

( ) ( )

( )

l

y

y

p x M n n EIzEF
dx

lH Hn EIМ




  

2 2 б 3 б

0 0

2 б 3

0

( ) ( )( )

( )

l

z z

z

E F I M M Hy m EIy
dx

lH Hm EIM

 
 

  

б 3 б2 2
0 0

2 б 3
0

( ) ( )( )
0

( )

l

y y

y

M M Hz n EIzE F I
dx

lH Hn EIM

 
 

 .     (4.33) 

Отметим, что если в этом уравнении положить 0 0 0y z  , то придем к 

ранее полученному выражению (4.23). 
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§ 4.3. Действие дополнительных нагружений специального вида 

Рассмотрим нить конечной жесткости, работающую с изгибом от 

начальной равномерно распределенной на всем пролете нагрузки q1 и допол-

нительной равномерно распределенной на части пролета нагрузки q2, площа-

дью F, моментом инерции I и модулем упругости Е (рис. 4.2). При выводе 

расчетных зависимостей в качестве независимой переменной, как и ранее, 

примем площадь поперечного сечения нити F, а в качестве искомой функ-

ции – распор Н. 

 

Рис. 4.2. Деформирование нити при действии начальной 

равномерно распределенной на всем пролете нагрузки q1 

и дополнительной равномерно распределенной нагрузки 

на части пролета нагрузки q2 

В данном случае выражения для прогибов, изгибающих моментов и 

приращений параметров напряженно-деформированного состояния нити ко-

нечной жесткости определяются по формулам (4.3) – (4.13), в которых значе-

ния бy  и бM  имеют вид: 

 при ax 0  

2 2 3
б 1 2
1 2

1 ( )
( )

2 2 6

q l q b a x
y q a b

EI l

 
     

 

3
3 31 2 ( )

( )
24 24

q x q x b a
x l


    

2 2
2 2 22 ( )

(6 ( ) 2( ) 8 )
48

q x b a
l a b a b l

l


     


; 

 
2 2 2

б 1 2 1
1 2

( )

2 2 2

q l q b a q x
M q a b x

l

 
      

 
, 
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 при a x b   

 
2 2 3

б 1 2
2 2

1 ( )

2 2 6

q l q b a x
y q a b

EI l

 
     

 

3
3 31 2 ( )

( )
24 24

q x q x b a
x l


    

2 2 4
2 2 22 2( ) ( )

(6 ( ) 2( ) 8 )
48 24

q x b a q x a
l a b a b l

l

 
      


; 

22 2 2
б 1 2 1 2
2 2

( ) ( )
( )

2 2 2 2

q l q b a q x q x a
M q a b x

l

  
       

 
, 

 а при b x l   

2 2 3
б 1 2
3 2

1 ( )
( )

2 2 6

q l q b a x
y q a b

EI l

 
     

 

3 31 2 ( )( )
( )

24 48

q x q b a b a
x l

 
    

2 2
2 2 22( )

(6 ( ) 2( ) 8 )
48

q b a
l a b a b l

l


     

32( )
(2 ( ))

48

q b a
x b a

 
  

; 

2 2
б 1 2
3 2

( )
( )

2 2

q l q b a
M q a b x

l

 
      

 
 

2

1 2( )
2 ( )

2 2

q x q b a
x b a


   . 

Работу внешних сил представим как 

б б 2

1 1 1
1 б б б б б

0 1 1 1 1 1

( )

( )( )

a
q M у Н

U dx
Ну Ну М Ну М


  

      

       
б б 2

1 2 2 2

б б б б б

2 2 2 2 2

( ) ( )

( )( )

b

a

q q M у Н
dx

Ну Ну М Ну М

 
 

     

 
б б 2

1 3 3

б б б б б

3 3 3 3 3

( )

( )( )

l

b

q M у Н
dx

Ну Ну М Ну М




     .           (4.34) 

Работу внутренних сил запишем следующим образом: 1 2

2 2 2U U U  ,  

где 

1

2

0

( )( )

( )

l
EF H HE F H H

U dx
EF EF E F

    
 

   ;   (4.35) 
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б 4 б б б б
2 1 1 1 1 1
2 б б б б б 2

0 1 1 1 1 1

( ) ( )

( )( ) ( )

a
M у НЕI у НЕ I у HE I M Е I

U dx
EI EI E I Hу M Hу Hу M

       
 

       

      
б 4 б б б б

2 2 2 2 2

б б б б б 2

2 2 2 2 2

( ) ( )

( )( ) ( )

b

a

M у НЕI у НЕ I у HE I M Е I
dx

EI EI E I Hу M Hу Hу M

       
 

       

б 4 б б б б

3 3 3 3 3

б б б б б 2

3 3 3 3 3

( ) ( )

( )( )( )

l

b

M у НЕI у НЕ I у HE I M Е I
dx

EI EI E I Hу M Hу Hу M

       


      .         (4.36) 

Как уже отмечалось, согласно принципу Лагранжа сумма работ всех 

внутренних и внешних сил на бесконечно малых возможных перемещениях 

системы из положения равновесия равна нулю; тогда, подставляя соотноше-

ния (4.34) – (4.36) в (4.19), получим: 

б б 2

1 1 1

б б б б б

0 1 1 1 1 1

( )

( ) ( )

a
q M у Н

dx
Ну Ну М Ну М


 

     

б б 2

1 2 2 2

б б б б б

2 2 2 2 2

( ) ( )

( ) ( )

b

a

q q M у Н
dx

Ну Ну М Ну М

 
 

     

б б 2

1 3 3

б б б б б

03 3 3 3 3

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

l l

b

q M у Н EF H HE F H H
dx dx

Ну Ну М Ну М EF EF E F

     
  

        

б 4 б б б б

1 1 1 1 1

б б б б б 2

0 1 1 1 1 1

( ) ( )

( ) ( ) ( )

a
M у НЕI у НЕ I у HE I M Е I

dx
EI EI E I Hу M Hу Hу M

       
 

       

б 4 б б б б

2 2 2 2 2

б б б б б 2

2 2 2 2 2

( ) ( )

( ) ( ) ( )

b

a

M у НЕI у НЕ I у HE I M Е I
dx

EI EI E I Hу M Hу Hу M

       
 

       

б 4 б б б б

3 3 3 3 3

б б б б б 2

3 3 3 3 3

( ) ( )

( ) ( ) ( )

l

b

M у НЕI у НЕ I у HE I M Е I
dx

EI EI E I Hу M Hу Hу M

       


      .            (4.37) 

Разделив уравнение (4.37) почленно на H  и переходя затем к пределу 

при 0H  и 0F , получим дифференциальное уравнение для опреде-

ления величины распора в упругой нити конечной жесткости при действии 

дополнительной равномерно распределенной нагрузки на части пролета: 
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2 б б 2 б б 2

1 1 1 1 2 2 2

2 б б 2 б б 2

0 1 1 2 2

( ) ( ) ( )

( ) ( )

a b

a

dF F EF q M у q q M у
dx dx

dH H lH Ну М Ну М

 
   

 
   

б б 2 2 б 4 б

1 3 3 1 1

б б 2 2 б б 3

03 3 1 1

( ) ( )

( ) ( )

l a

b

q M у F M у
dx dx

Ну М lH I Hу M

 
   

  
   

б 4 б б 4 б

2 2 3 3

б б 3 б б 3

2 2 3 3

( ) ( )
0

( ) ( )

b l

a b

M у M у
dx dx

Hу M Hу M


  

  
  .  (4.38) 

Теперь рассмотрим случай нити конечной жесткости, работающей с из-

гибом от начальной равномерно распределенной нагрузки q1 и дополнитель-

ной сосредоточенной нагрузки Р (рис. 4.3). Примем, что нить имеет попереч-

ное сечение площадью F и моментом инерции I, а также модуль упругости Е. 

Как и ранее, в качестве независимой переменной примем площадь попереч-

ного сечения нити F, а в качестве искомой функции – распор Н. 

 

Рис. 4.3. Деформирование нити при действии начальной 

равномерно распределенной нагрузки q1  

и дополнительной сосредоточенной нагрузки Р 

Выражения для прогибов, изгибающих моментов и приращений пара-

метров напряженно-деформированного состояния нити конечной жесткости в 

данном случае также определяются по формулам (4.3) – (4.13), в которых 

значения бy  и бM  имеют вид: 
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 при 0 x a   

б 2 2 2 3 2 31
1 ( ) ( 2 )

6 24

Pbx q x
y l b x x lx l

lEI
      ; 

б 1
1 ( )

2

Рbх q x
M l x

l
   , 

 а при a x l   

б 2 2 2 3 3 2 31
2 ( ) ( ) ( 2 )

6 6 24

Pbx P q x
y l b x x a x lx l

lEI EI
        ;  

б 1
2 ( ) ( )

2

Pbx q x
M P x a l x

l
     . 

Работу внешних сил запишем как 1 2

1 1 1U U U  , где 

б б 2
1 1 1 1
1 б б б б б

0 1 1 1 1 1

( )

( ) ( )

a
q M у Н

U dx
Ну Ну М Ну М


  

     

б б 2

1 2 2

б б б б б

2 2 2 2 2

( )

( ) ( )

l

a

q M у Н
dx

Ну Ну М Ну М




    ;                     (4.39) 

б б 2
2

1 б б б б б

( )

( ) ( )
a a

a a a a a

PМ у Н
U

Ну Ну М Ну М


 

   
,     (4.40) 

а б

аМ , б

ау  – значения изгибающего момента и прогиба в шарнирно опертой 

балке пролетом l при действии сосредоточенной нагрузки Р в точке х = а. 

Работу внутренних сил запишем следующим образом: 1 2

2 2 2U U U  , 

где 

1

2

0

( ) ( )

( )

l
EF H HE F H H

U dx
EF EF E F

    
 

  ;       (4.41) 

б 4 б б б б
2 1 1 1 1 1
2 б б б б б 2

0 1 1 1 1 1

( ) ( )

( )( ) ( )

a
M у НЕI у НЕ I у HE I M Е I

U dx
EI EI E I Hу M Hу Hу M

       
 

         

б 4 б б б б

2 2 2 2 2

б б б б б 2

2 2 2 2 2

( ) ( )

( ) ( ) ( )

l

a

M у НЕI у НЕ I у HE I M Е I
dx

EI EI E I Hу M Hу Hу M

       


      . (4.42) 
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Поскольку, в соответствии с принципом Лагранжа сумма работ всех 

внутренних и внешних сил на бесконечно малых возможных перемещениях 

системы из положения равновесия равна нулю, то подставляя соотношения 

(4.39) – (4.42) в (4.19), получим: 

б б 2

1 1

б б б б б

0 1 1 1 1 1

( )

( ) ( )

a
gM у Н

dx
Ну Ну М Ну М


 

   
б б 2

2 2

б б б б б

2 2 2 2 2

( )

( ) ( )

l

a

gM у Н
dx

Ну Ну М Ну М




     

б б 2

б б б б б

( )

( ) ( )
a a

a a a a a

PМ у Н

Ну Ну М Ну М


 

    0

( )( )

( )

l
EF H HE F H H

dx
EF EF E F

    


   

б 4 б б б б

1 1 1 1 1

б б б б б 2

0 1 1 1 1 1

( ) ( )

( ) ( ) ( )

a
M у НЕI у НЕ I у HE I M Е I

dx
EI EI E I Hу M Hу Hу M

       
 

       

б 4 б б б б

2 2 2 2 2

б б б б б 2

2 2 2 2 2

( ) ( )
0

( ) ( ) ( )

l

a

M у НЕI у НЕ I у HE I M Е I
dx

EI EI E I Hу M Hу Hу M

       
 

      . (4.43) 

Разделив уравнение (4.43) почленно на H  и переходя затем к пределу 

при 0H   и 0F  , получим дифференциальное уравнение для опреде-

ления величины распора в упругой нити конечной жесткости при действии 

дополнительной сосредоточенной нагрузки: 

2

2

dF F EF

dH H lH
 

б б 2 б б 2 б б 2

1 1 1 1 2 2

б б 2 б б 2 б б 2

0 1 1 2 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

a l

а а

aа а

PM у q M у q M у
dx dx

Ну M Ну М Ну М

 
   

   
   

2 б 4 б б 4 б

1 1 2 2

2 б б 3 б б 3

0 1 1 2 2

( ) ( )
0

( ) ( )

a l

a

F M у M у
dx dx

lH I Hу M Hу M

 
   

  
  .      (4.44) 

4.3.1. Случай равномерно распределенной нагрузки на половине 

пролета. Допустим, что начальная равномерно распределенная нагрузка q1 

действует на всем пролете нити, а дополнительная равномерно распределен-

ная нагрузка q2 – на половине пролета (рис. 4.4). Тогда уравнение (4.38) при-

мет вид 

/ 22 б 2 б 2

1 2 1

2 б 2 б 2

0 / 2

( )

( ) ( )

l l

l

dF F EF q q M m q M m
dx dx

dH H lH Нm EIМ Нm EIМ

 
    

  
   

/ 22 2 б 4 б 4

2 б 3 б 3

0 / 2

( ) ( )
0

( ) ( )

l l

l

E F I M m M m
dx dx

lH Нm EIМ Нm EIМ

 
   

  
  . (4.45) 
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В этом случае выражения для бM  и бy  можно записать таким образом: 

 при 0 ≤ x ≤ l/2 

б 1 2( )
( )

2

q q x
M l x


  ; 

б 3 2 31 2( )
( 2 )

24

q q x
y x lx l

EI


   , 

 при l/2 ≤ x ≤ l 

б 1 ( )
2

q x
M l x  , 

б 3 3 31 ( 2 )
24

q x
y x lx l

EI
   . 

Подставляя последние выражения в (4.45), производя интегрирование и 

некоторые преобразования, приходим к дифференциальному уравнению для 

определения распора в упругой нити конечной жесткости 

2 2 6 2

1 1 2

2

[ ( ) ]

32

dF F q q q l EF

dH H H

 
  

2 2 2 225
361(19 192 ) (5 48 )

3
Hl EI Hl EI  

      

2 2 6 2 2

1 1 2

2

[ ( ) ]q q q l E F I

H

 
  

2 3 2 3[2052(19 192 ) 15(5 48 ) ] 0Hl EI Hl EI      .         (4.46) 

 

 

Рис. 4.4. Деформирование нити при действии начальной 

равномерно распределенной нагрузки q1 на всем пролете 

и дополнительной равномерно распределенной нагрузки q2 на половине пролета 



Глава 4 117 

 

 

4.3.2. Случай сосредоточенной нагрузки посредине пролета. Рас-

смотрим случай нагружения нити конечной жесткости начальной равномерно 

распределенной нагрузкой q1 на всем пролете и сосредоточенной дополни-

тельной нагрузкой Р в середине пролета (рис. 4.5). 

 

Рис. 4.5. Деформирование нити при действии 

начальной равномерно распределенной нагрузки q1 на всем пролете 

и дополнительной сосредоточенной нагрузки P посредине пролета 

В этом случае дифференциальное уравнение (4.44) можно представить 

таким образом: 

б б 22

2 б б 2

( )

( )

p р

р p

PM ydF F EF

dH H lH Нz M


  



 

/ 2 б 2 б 2

1 1

б 2 б 2

0 / 2( ) ( )

l l

l

q M m q M m
dx dx

Нm EIМ Нm EIМ


  

  
   

/ 22 2 б 4 б 4

2 б 3 б 3

0 / 2

( ) ( )
0

( ) ( )

l l

l

E F I M m M m
dx dx

lH Нm EIМ Нm EIМ

 
   

  
  . (4.47) 

В рассматриваемом случае соотношения для изгибающих моментов бM  

и прогибов бy  будут иметь вид: 

 при 0 ≤ x ≤ l/2 

б 1 ( )
2 2

Px q x
M l x   ; 

б 2 2 3 2 313
( 2 )

12 4 24

Px q x
y l x x lx l

EI EI

 
     

 
, 
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 при l/2 ≤ x ≤ l 

б 1 ( )
2 2 2

Px l q x
M P x l x

 
     

 
; 

3

б 2 23

12 4 6 2

Px P l
y l x x

EI EI

   
       

   

3 2 31 ( 2 )
24

q x
x lx l

EI
  , 

а для изгибающих моментов б

pM  и прогибов б

py  запишутся так: 

2
б 1

8 4
p

q l Pl
M   ; 

4 3
б 15

384 48
p

q l Pl
y

EI EI
   . 

После подстановки указанных выражений в уравнение (4.47), проведе-

ния интегрирования и некоторых преобразований, получим дифференциаль-

ное уравнение для определения распора в упругой нити конечной жесткости: 

4 2 2

1 2 1 3
62 2 2 2

2 1 2 1

1
144

48 ( 48 ) 48

dF F k k l EF k k EI
k

dH H H k Hl k EI k Hl k EI

 
      

  
 

4 2 3

4 5 3 4
5 12 2 2 2

5 4 5 4

1
576 0

48 ( 192 ) 192

k k l EF k k EI
k q l

H k Hl k EI k Hl k EI

 
     

  
,     (4.48) 

где  1 1 2k q l P  ; 2 15 8k q l P  ; 3 11k q  ;  

4 13 4k q l P  ; 5 157 88k q l P  ; 6 1 6k q l P  . 

4.3.3. Случай сосредоточенной нагрузки в четверти пролета. В слу-

чае нагружения нити конечной жесткости начальной равномерно распреде-

ленной нагрузкой q1 на всем пролете и сосредоточенной дополнительной 

нагрузкой Р в четверти пролета (рис. 4.6) дифференциальное уравнение (4.44) 

примет следующий вид: 

б б 22

2 б б 2

( )

( )

p р

р p

PM ydF F EF

dH H lH Нz M


  



/ 4 б 2 б 2

1 1

б 2 б 2

0 / 4( ) ( )

l l

l

q M m q M m
dx dx

Нm EIМ Нm EIМ


 

  
   

/ 42 2 б 4 б 4

2 б 3 б 3

0 / 4

( ) ( )
0

( ) ( )

l l

l

E F I M m M m
dx dx

lH Нm EIМ Нm EIМ

 
   

  
  .    (4.49) 
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Рис.4.6. Деформирование нити при действии 

начальной равномерно распределенной нагрузки q1 на всем пролете 

и дополнительной сосредоточенной нагрузки P в четверти пролета 

Выражения для бM  и бy  примут вид: 

 при 0 ≤ x ≤ l/4 

б 13
( )

4 2

q x
M Px l x   ; 

б 2 2 3 2 317
( 2 )

8 16 24

Px q x
y l x x lx l

EI EI

 
     

 
, 

 при l/4 ≤ x ≤ l 

б 13
( )

4 4 2

l q x
M Px P x l x

 
     

 
; 

3

б 2 2 3 2 317
( 2 )

8 16 6 4 24

Px P l q x
y l x x x lx l

EI EI EI

   
         

   
, 

а для б

pM  и б

py  запишутся так: 

б 2

1

3 3

32 16
pM q l Pl  , 

4 3
б 119 3

2048 256
p

q l Pl
y

EI EI
     . 

Подставляя указанные выражения в (4.49) и выполняя далее интегриро-

вание и некоторые преобразования, получим дифференциальное уравнение 

для определения распора в упругой нити конечной жесткости: 
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4 2 3

1 7 1
6 72 2 2 2

7 1 7 1

1
564

64 ( 192 ) 192

dF F k k l EF k EI
k k

dH H H k Hl k EI k Hl k EI

 
      

  
 

4 2 3

8 9 8
9 12 2 2 2

9 8 9 8

1
4068

768 ( 768 ) 768

k k l EF k EI
k q l

H k Hl k EI k Hl k EI

 
     

  
 

4 2 3

10 11 10
11 12 2 2 2

11 10 11 10

3
13824

256 ( 768 ) 768

k k l EF k EI
k q l

H k Hl k EI k Hl k EI

 
     

  
 

4 4 2 2

12 13

2 2 2

13 12

441
0

2 ( 768 )

k k l E F I

H k Hl k EI
  


,   (4.50) 

где 7 119 24k q l P  ; 8 17 12k q l P  ; 9 1497 648k q l P  ; 10 15 4k q l P  ; 

         11 1395 408k q l P  ; 12 1 4k q l P  ; 13 171 88k q l P  . 

§ 4.4. Решение дифференциальных уравнений 

Решение дифференциальных уравнений (4.23), (4.33), (4.38), (4.44), 

(4.46), (4.48) и (4.50) можно получить, воспользовавшись разложением иско-

мой функции в ряд Тейлора 

   
2

0 0 0 0 0

1
...

2!
H H H F F H F F       ,  (4.51) 

где 0H  и 0F  – начальные условия. 

Коэффициенты ряда Тейлора легко находятся путем последовательного 

дифференцирования уравнений (4.23), (4.33), (4.38), (4.44), (4.46), (4.48) и 

(4.50) 

0

dH
H

dF
  ;    (4.52) 

0

dH dH dH
H

F dF H dF dF

    
     

    
.      (4.53) 

За 0H  можно принять значение распора, возникающего в недеформиру-

емой нити под действием начальной и дополнительной нагрузок, за 0F  – 

площадь поперечного сечения нити, в которой при распоре 0H  напряжения 

от изгиба минимальны. 
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Методику определения 0F  покажем на примере нити конечной жестко-

сти, находящейся под действием вертикальной нагрузки. Рассмотрим нить 

кольцевого сечения (в виде трубы) с толщиной стенки t и средним радиусом 

0r  ( 0
2

R r
r


 , где R – наружный, а r – внутренний радиусы трубы). Для тако-

го поперечного сечения имеем: 
3

2 28

F
I

t



;                                               (4.54) 

2

4

F
W

t



,                                                (4.55) 

где 02F r t   – площадь поперечного сечения; W – момент сопротивления 

поперечного сечения трубы. 

Напряжения от изгиба в нити конечной жесткости вычисляются по 

формуле 

и
zМ

W
  ,                                                (4.56) 

которая с учетом (4.5), (4.54) и (4.55) приводится к виду 

б

и 2 2 3

0

4

8
zt М F

t H F


 

  
,                                   (4.57) 

где 
б

б

z

y
I

M
  . 

После дифференцирования (4.57) по F  находим: 

б 2 2 3 б 3

и 0

2 2 3 2

0

4 (8 ) 12

(8 )
z zd t M t H F t M F

dF t H F

      


  
.  (4.58) 

Приравнивая правую часть этого равенства к нулю, после некоторых 

преобразований, получим соотношение для 0F : 

2 23
0 04F t H   .                                       (4.59) 

Геометрические характеристики и начальное значение площади попе-

речного сечения 0F  для некоторых других характерных поперечных сечений 

приведены в табл. 4.1. При составлении табл. 4.1 толщина полок двутавра 

полагалась малой по сравнению с прочими размерами сечения. 
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Таблица 4.1 
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Примечание. Здесь приняты следующие обозначения: 

0H  – начальное значение распора в нити; 

f  – площадь полки двутавра;  

б б( )/ zIy М . 
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Применение предлагаемой методики покажем на примере расчета нити 

конечной жесткости, представляющей собой круглую стальную трубу 

наружным диаметром 720D   мм с толщиной стенки 10t  мм. Труба шар-

нирно подвешена к двум опорам, расположенным на одном уровне (рис. 4.7). 

 

Рис. 4.7. К примеру расчета 

Пролет трубы 150l   м. Начальная равномерно распределенная нагруз-

ка (собственный вес трубы) 1 1,716q   кН/м, дополнительная равномерно 

распределенная нагрузка 2 1,961q   кН/м расположена на всем пролете. 

Стрела провисания нити при начальной нагрузке 0 6y   м. Модуль упругости 

материала стенок трубы 
720,59 10E    кН/м2. Нить работает с изгибом от 

начальной и дополнительной нагрузок. 

Определяем 0H , считая нить недеформируемой, 

б б

, / 2 / 2 0

0 б

/ 2 0

( ) 10350 (83,71 6)
1600,05 

83,71 6

z x l x l

x l

M y y
H

y y

 



  
  


кН. 

Вычисляем значение 0F  по формуле (4.59) 

2 23
0 04F t H   2 2 63 4 3,14 0,01 11,383 10 1600,05 0,0416        м2 

и значение 0I  по формуле (4.54) 

3 3
40

0 2 2 2 2

0,0416
90,935 10

8 8 3,14 0,01

F
I

t

   
  

 м4. 

Из уравнения (4.25) определяем величину производной от H по F 
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1
2 6 2 2 6 2 2

0 1 2 0 1 2 0

2 2 2 2 2 3

0 0 0 0 0 0 0

25( ) 120( )

12 (5 48 ) (5 48 )

dH F q q l EF q q l E F I

dF H H l H EI H l H EI



  
    

  
 

2 6 7 2

2 2 7 4 2

0,0416 25 (1,716 1,961) 150 20,59 10 0,0416

1600,05 12 1600,05 (5 150 1600,05 48 20,59 10 90,935 10 )

     
          

 

1
2 6 7 2 2 4

2 2 7 4 3

120 (1,716 1,961 ) 150 (20,59 10 ) 0,0416 90,935 10

1600,05 (5 150 1600,05 48 20,59 10 90,935 10 )






       
 

        
 

2527,359  кН/м2. 

По формуле (4.51) находим распор в нити 

 0 0 0H H H F F     

 1600,05 2527,359 0,02231 0,0416 1551,3      кН. 

При трех членах ряда величина распора равна 1583,28H   кН. С уве-

личением числа членов ряда точность решения практически не изменяется, 

т.е. уже при трех членах ряда получаем достаточно точный результат. 

Изгибающий момент и стрелу провисания в середине пролета нити ко-

нечной жесткости определяем по формулам (4.3) и (4.5) соответственно: 

б 2 2

б б

( ) 10350
748,64 кНм

1583,28 83,71 10350
z

z

z

М
М

Ну М
  

  
; 

б б

б б

10350 83,71
6,06 м

1583,28 83,71 10350
z

z

M у
y

Ну М


  

  
. 

Напряжения в середине пролета нити находим по известной формуле 

1583,28 748,64

0,02231 10 0,003905 10
zH M

F W
     

 
 

2

2

26268,05 Н/см
7096,73 19171,32

–12074,59 Н/см


   


. 
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§ 4.5. Учет влияния температурных воздействий 

При эксплуатации висячих систем большое влияние на их напряженно-

деформированное состояние оказывают температурные воздействия [186]. 

Изменение температуры на 
ot  вызывает изменение длины нити, что, в свою 

очередь, вызывает изменения стрелы провисания и, следовательно, внутрен-

них усилий (рис. 4.8). 

 

Рис. 4.8. Деформация нити при изменении температуры: 

а – вертикальная проекция; б – горизонтальная проекция 

Определим эти величины, для чего воспользуемся описанным ранее ме-

тодом расчета. Только в данном случае вместо независимой переменной F 

примем значение приращения температуры t . 

Как уже отмечалось выше, если температура получит очень малое, но 

конечное приращение своей величины, равное t , то изменится напряжен-

но-деформированное состояние нити. Распор H получит некоторое прираще-

ние Н. В вертикальной плоскости изгибающий момент zM  получит прира-

щение zM , угол между двумя бесконечно близкими поперечными сечения-

ми нити  – приращение  , а нить переместится из своего положения на 

величину y . Соответственно, в горизонтальной плоскости изгибающий мо-

мент yM  получит приращение yM , угол между двумя бесконечно близкими 

поперечными сечениями нити  – приращение  , а нить переместится из 

своего положения равновесия на величину z . 

Отметим, что выражения для приращений y , z , zM  и yM  по-

прежнему будут равны (4.7) – (4.10), а соотношения для приращений dx , 

d  и d  можно записать в виде 

t t

H
dx dx dx

EF


     ;   (4.60) 
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б 2 б

б б б б б

( )

( )( )
z

z z

М у Н
d dx

EI Ну Ну М Ну М


   

   
;        (4.61) 

б 2 б

б б б б б

( )

( )( )

y

y y

М z Н
d dx

EI Нz Нz М Нz М


   

   
,        (4.62) 

где t  – коэффициент линейного температурного расширения материала 

нити. 

Запишем соотношения, описывающие работу внешних и внутренних 

сил. Работа внешних сил состоит из работы нагрузок )(xq  и )(xp  на пере-

мещениях y  и z  соответственно, которые находятся по формулам (4.14) и 

(4.15). Работа внутренних сил состоит из работы действующего в элементе 

dx  усилия HH   на упругом перемещении dx  

 1

2

0

l

t t

H
U H H dx

EF

 
      

 
              (4.63) 

и работы изгибающих моментов z zM M   и y yM M  на изменении угла 

между двумя бесконечно близкими поперечными сечениями нити d   и 

d   соответственно 

б 2 б
2

2 б б б б б

0

( )

( )( )

l

z

z z

М у Н
U dx

EI Ну Ну М Ну М




    ;      (4.64) 

б 2 б

3

2 б б б б б
0

( )

( )( )

l

y

y y

М z Н
U dx

EI Нz Нz М Нz М




    .      (4.65) 

Подставляя (4.14), (4.15) и (4.63) – (4.65) в (4.19), деля полученное вы-

ражение почленно на H  и переходя к пределу при 0 t  и 0H , при-

ходим к дифференциальному уравнению, связывающему распор в нити ко-

нечной жесткости с изменением температуры, 

б 2б 2

б 2 б 2
0 0

( )1 1 ( ) 1

( ) ( )

l l

yt z

t t z t y

p x M nd q x M m
dx dx

dH EF lH Hm EIM lH Hn EIM


   
       

б 4б 4

б 3 б 3
0 0

( )( )
0

( ) ( )

l l

yz

t z t y

M nEI M m EI
dx dx

lH Hm EIM lH Hn EIM
  
     .  (4.66) 
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При этом, как указывалось выше, интегралы, входящие в последнее 

уравнение, зависят от вида приложенной к нити нагрузки и условий закреп-

ления ее концов. Их значения по-прежнему можно вычислять либо непос-

редственным интегрированием, либо по квадратурным формулам Ньютона-

Котеса. 

Для решения дифференциального уравнения (4.66) можно воспользо-

ваться двумя способами. При сложных нагружениях (например, равномерно 

распределенная и несколько сосредоточенных или участковых нагрузок) ре-

шение полученного уравнения удобно получить, используя разложение ис-

комой функции в ряд Маклорена 

2

1 1 1

1
...

2!
t tH H H H       ,   (4.67) 

где 1H  – распор в нити при действии начальной и дополнительной нагрузок. 

Коэффициенты ряда Маклорена получаются путем последовательного диф-

ференцирования уравнения (4.66) 

1

t

dH
H

d
 


;                                                (4.68) 

1

t t t t

dH dH dH
H

d H d d

    
    

       
.                         (4.69) 

При простых нагружениях решение рассматриваемого уравнения можно 

получить в общем виде. Например, для случая вертикальной равномерно рас-

пределенной нагрузки и шарнирного закрепления концов нити уравнение 

(4.66) примет вид: 

1t

t

d

dH EF





2 6 2 6

2 2 2 3

25 120
0

12 (5 48 ) (5 48 )t t

q l q l EI

H l H EI H l H EI
  

   
.      (4.70) 

Общий интеграл уравнения (4.70) равен: 

2

2 2

5
ln

(48 ) 5 48
t t

l H

EI l H EI


   


 

2 2

2 2 2

5 192 5 48
,

48 (5 48 ) 5

l H EI l H EI
C

EI l H EI l EF

  
   


  (4.71) 

где 
2 65

12
q l  . 
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Значение произвольной постоянной интегрирования можно получить, 

исходя из условия, что при 0t  распор 1HH  . Подставляя затем значе-

ние C  в выражение (4.71), придем к искомому решению, описывающему 

напряженно-деформированное состояние нити конечной жесткости при из-

менении температуры. 
Следует отметить, что полученные выше решения для нитей конечной 

жесткости в равной мере описывают поведение и гибкой упругой нити. При 

этом следует иметь в виду, что зависимости для гибкой нити получаются из 

соответствующих зависимостей для нити конечной жесткости путем учета 

условия 0I  . Например, для гибкой упругой нити вместо уравнения (4.66) в 

случае вертикальной нагрузки будем иметь: 

3

1t

t t

d D

dH lH EF


  

 
.    (4.72) 

Здесь б

0

( )

l

zD q x M dx   – интегральная характеристика нагрузки. 

Зависимость (4.72) – дифференциальное уравнение первого порядка с 

разделяющимися переменными. Общий интеграл (4.72) примет вид: 

22
t

t t

D H
C

lH EF
   

 
.   (4.73) 

Произвольную постоянную интегрирования C , как и в случае нити ко-

нечной жесткости, определим из условия, что при 0t  распор 1HH  . 

Подставляя значение C  в выражение (4.73), получим решение рассматривае-

мой задачи в следующем виде: 

2
3 20

2

8

3 2
t t

y DEF
H EF EF H

l l

 
     
 

.   (4.74) 

Если здесь принять 0t , то уравнение (4.74) преобразуется к извест-

ному соотношению, полученному в работе [97] для гибкой упругой нити. 

§ 4.6. Учет влияния деформации основания 

Большое влияние на напряженно-деформированное состояние висячих 

систем повышенной жесткости, кроме изменения температуры окружающей 

среды, может оказать также деформация основания [186]. Допустим, что в 

результате такой деформации одна из опор нити сместилась по оси X  на ве-

личину u, по оси Y  – на величину v  и по оси Z – на величину w (рис. 4.9). 
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Рис. 4.9. Деформация нити при смещении и осадке опоры: 

а – вертикальная проекция; б – горизонтальная проекция 

Суммарное изменение пролета нити составит: 

2 2

l

w
u

l l


    ,                                        (4.75) 

а длина пролета будет равна ll  . В связи с этим интегрирование при опре-

делении работ внешних и внутренних сил в данном случае должно быть рас-

пространено не на длину l , а на новую длину ll  . Но, как отмечено в [62], 

величина изменения пролета l  очень мала по сравнению с l  и интегриро-

вать можно по длине l . 

Определим приращения параметров напряженно-деформированного со-

стояния нити конечной жесткости, возникающие в результате увеличения 

пролета нити на очень малую, но конечную величину l . Как и в случае с 

изменившейся температурой, соотношения для приращений y , z , zM , 

yM , d , d  примем в виде (4.7) – (4.10), (4.61), (4.62). Упругое удлине-

ние бесконечно малого элемента нити вычисляется по формуле 

H
dx dx

EF


  .             (4.76) 

Работу внешней нагрузки запишем в виде (4.14) и (4.15), а для работы 

распора HH   на пролете l  будем иметь: 

 3

1 lU H H   .    (4.77) 

Работу действующих в элементе dx  изгибающих моментов zz MM   и 

yy MM   на изменении угла между двумя бесконечно близкими попереч-

ными сечениями нити d  и d  запишем в виде (4.64) и (4.65), а работу 

усилия HH   на упругом перемещении dx  выразим следующим образом: 
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1

2

0

( )

l
H

U H H dx
EF


    .   (4.78) 

Подставляя полученные выражения для работ внешних и внутренних 

сил в уравнение (4.19), получим: 
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б б б б б
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   
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l
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H H H H dx

EF


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М у Н
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EI Hy M Ну Ну М


 
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б 4 б

б б б б б 2
0

( )
0
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l
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у y

М z Н
dx

EI Hz M Нz Нz М


 

    .   (4.79) 

Разделив уравнение (4.79) почленно на H  и переходя затем к пределу 

при 0 l  и 0H , получим следующую дифференциальную зависи-

мость между величинами распора и приращения пролета упругой нити ко-

нечной жесткости: 

б 2б 2

б 2 б 2
0 0

( )1 ( ) 1

( ) ( )

l l

yl z

z y

p x M nd l q x M m
dx dx

dH EF H Hm EIM H Hn EIM


   

    

б 4б 4

б 3 б 3
0 0

( )( )
0

( ) ( )

l l

yz

z y

M nEI M m EI
dx dx

H Hm EIM H Hn EIM
  

   .  (4.80) 

Решение уравнения (4.80), как и в предыдущем случае, можно выпол-

нить двумя способами: либо численным (разложением искомой функции 

в ряд Маклорена), либо аналитическим. 

Если в полученном уравнении принять 0)( xp  и 0I , то придем к 

дифференциальному уравнению 

3

ld D l

dH H EF


  .    (4.81) 

Полученная зависимость является обыкновенным дифференциальным 

уравнением первого порядка, общий интеграл которого имеет вид: 

22
l

D Hl
C

H EF
     .    (4.82) 
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Произвольную постоянную интегрирования в решении (4.82) определим 

из условия, что при l  распор 1HH  . Подставляя затем значение произ-

вольной постоянной интегрирования в выражение (4.82), получим решение в 

следующем виде: 

2
3 20

2

8

3 2
ly DEF

H EF H
l l l

 
   

 
.          (4.83) 

Отметим, что здесь, как и в случае с изменяющейся температурой, при 

0l  уравнение (4.83) преобразуется к известному соотношению [97] для 

гибкой упругой нити, нагруженной произвольной вертикальной нагрузкой. 

§ 4.7. Расчет многопролетной нити на упруго-податливых опорах 

Задачи, связанные с расчетом многопролетных нитей, часто возникают 

при проектировании покрытий линейно-протяженных промышленных зданий 

и инженерных сооружений типа трубопроводных переходов, висячих мостов 

и т.п. Рассмотрим решение указанной задачи. 

Предположим, что многопролетная нить конечной жесткости с попе-

речным сечением F , моментом инерции I , модулем упругости E , пролета-

ми ni llll ,...,,...,, 21  подвешена к упруго-податливым опорам с коэффициентами 

жесткости ni kkkk ,...,,...,, 10  и работает с изгибом от начальной и дополни-

тельной нагрузок. Пусть также известно, что нить нагружена произвольной 

вертикальной нагрузкой )(xq  и находится в состоянии равновесия. Выберем, 

как и ранее, в качестве независимой переменной площадь поперечного сече-

ния нити F , а в качестве искомой функции примем величину распора H . 

Если площадь поперечного сечения увеличится на бесконечно малую 

величину F , то изменится напряженное состояние нити и ее геометрия. То-

гда в i-м пролете распор iH  получит некоторое приращение iH , изгибаю-

щий момент ziM  – приращение ziM , угол между двумя бесконечно близ-

кими поперечными сечениями нити i  – приращение i , а нить переме-

стится из своего положения равновесия на величину iy  (рис. 4.10). При этом 

опоры получат некоторые перемещения 1 i  и i . Последние хотя и будут 

небольшими, но могут оказать существенное влияние на напряженно-

деформированное состояние нити, в частности, на перераспределение усилий 

в смежных пролетах. 
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Рис. 4.10. К расчету многопролетной нити на упруго-податливых опорах 

Представим приращения усилий и ординат провисания нити в виде 

б б 2

б б б б б

( )

( )( )
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;         (4.85) 
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E F H H E F
dx dx

E F E F E F

  
 

 
;      (4.86) 

б 2 б б б б

б б б б б

( ) ( )

( )( )( )
zi i i i i i i i i i i i i zi i i

i

i i i i i i i i i i zi i i zi

M у Н Е I y Н Е I у H E I M Е I
d dx

E I E I E I H y H y M H y M
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   

     
.   (4.87) 

Виртуальные перемещения опор могут быть записаны следующим 

образом: 

 1

1 1 1i i i ik H H

       ,                               (4.88) 

 1

1i i i ik H H

     ,                                 (4.89) 

при этом знак «плюс» соответствует перемещению опоры наружу, а знак 

«минус» – внутрь пролета. 
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Определим работу внешних сил, т.е. нагрузки )(xqi , на перемещениях iy  

б б 2
1

1 б б б б б

0

( ) ( )

( )( )

li

i zi i i
i

i i i i zi i i zi

q x M у Н
U dx

Н у Н у М Н у М


 

      (4.90) 

и возникающих в упруго-податливых опорах реакций на виртуальных пере-

мещениях опор по направлению этих реакций 

2 1

1 1 1 1 1( )( )i i i i i i i iU k H H H H H H

            

1

1 1 1( )( )i i i i i i ik H H H H H H

        .  (4.91) 

Для работы внутренних сил имеем: 

1

2

0

( )( )

( )

li

i i i i i i i i
i

i i i i i i

E F H H E F H H
U dx

E F E F E F

    
 

  ;        (4.92) 

б 4 б б б б
2

2 б б б б б 2

0

( ) ( )

( )( )( )

l

zi i i i i i i i i i i i i zi i i
i

i i i i i i i i zi i i i i zi

M у Н Е I y Н Е I у H E I M Е I
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E I E I E I H y M H y H y M

       


      .  (4.93) 

Применим для решения задачи принцип Лагранжа. Подставляя 

(4.90) – (4.93) в (4.19) и переходя в полученном выражении к пределу при 

0 iF  и 0 iH , после некоторых преобразований придем к дифференци-

альному уравнению, описывающему напряженно-деформированное состоя-

ние многопролетной нити конечной жесткости на упруго-податливых опорах 

2 2
1 1 1 1

1 1 1 12
( ) ( )i i i i i i

i i i i i i

i i i i i i

dF F E F E F
k k k H k H

dH H l H l H
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E F q x M m
dx

l H H m E I M



2 2 б 4

2 б 3

0

( )
0

( )

li

i i i zi i

i i i i i i zi

E F I M m
dx

l H H m E I M
 

 ,   (4.94) 

где, как и прежде, б

i i i im E I y . 

Записав выражение (4.94) для каждого пролета, получим систему нели-

нейных дифференциальных уравнений. В результате решения данной систе-

мы, например, одним из численных методов [171], найдем искомые значения 

распоров ni HHHH ,...,,...,, 21 . Ординаты провисания и изгибающие моменты 

в пролетах нити определяются из зависимостей (4.3) и (4.5). 

Отметим, что по аналогии с уравнением трех моментов соотношение 

(4.94) может быть названо уравнением трех распоров. 
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Решение задачи для нити конечной жесткости, подвешенной на упруго-

податливых опорах, можно получить из (4.94), если принять количество про-

летов равным 1i . Таким образом, в данном случае будем иметь: 

2 2 б 2
1 1

0 1 2 б 2

0

( )
( )
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l

z

z

dF F EF EF q x M m
k k dx

dH H lH lH Hm EIM

      
  

2 2 б 4

2 б 3

0

( )
0

( )

l

z

z

E F I M m
dx

lH Hm EIM
 

 .          (4.95) 

В свою очередь, если в уравнении (4.94) положить 0iI , то придем к 

решению для многопролетной гибкой нити на упруго-податливых опорах 

2
1 1

1( )i i i i
i i

i i i i

dF F E F
k k

dH H l H

 

      

2 2
1 1

1 1 12 4
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i i i i

i i i i

E F D E F
k H k H

l H l H

 

     ,  (4.96) 

где по-прежнему iD  – интегральная характеристика нагрузки. Эта зависи-

мость является одним из частных случаев дифференциального уравнения 

Бернулли. Общий интеграл уравнения (4.96) будет: 

1 1

1

3

1

2
i i i

i i i i i i

C D k k

E F H l H l

 

 
    1 1

1 1 1

ln
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i i i i

i i

H
k H k H

l H

 

   .        (4.97) 

Значение произвольной постоянной интегрирования C  найдем из усло-

вия, что при i iE F    и 1i ik k     величина распора в нити определяется 

по известной формуле 

3

4

i i

i

i

l D
H

f
 ,           (4.98) 

где if  – стрела провисания нерастяжимой гибкой нити в середине пролета 

при равномерно распределенной нагрузке. 

Подставив (4.98) в (4.97), определим значение C . Затем, в свою оче-

редь, подставив найденное значение произвольной постоянной в выражение 

(4.97), получим: 
2 1 1

3 21 1 1

2 1 1

1
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.     (4.99) 
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Здесь принято, что iii fln   – коэффициент, который вычисляется без 

учета упругих деформаций нити, т.е. по ее исходным геометрическим разме-

рам до нагружения. 

Если в полученном уравнении положить 1i , то придем к случаю гиб-

кой нити на упруго-податливых опорах, для которого выражение (4.99) за-

пишется в виде 

3 2

2 1 1 1 1

0 1 0 1

8

3 [ ( )] 2[ ( )]

EFl DEF
H H

n l EF k k l EF k k   
 

 
. (4.100) 

Отметим, что данный результат был получен впервые Е.М. Сидорови-

чем [144]. 

§ 4.8. Расчет двухпоясной висячей системы 

Висячие системы с развитым в вертикальной плоскости поперечным се-

чением (висячие фермы), сохраняя все преимущества висячих конструкций в 

части рационального использования прочностных свойств материалов, спо-

собности перекрывать практически неограниченные пролеты, архитектурной 

выразительности сооружений в целом и пр., вместе с тем обладают повы-

шенной жесткостью на изгиб в плоскости провисания. Последнее позволяет 

значительно уменьшить кинематические перемещения при действии сосредо-

точенных и несимметричных нагрузок. Висячие фермы обычно различают по 

виду воспринимаемых поясами усилий (гибкие или конечной жесткости) и по 

типу решетки (соединительных элементов). Если различие вида соединитель-

ных элементов практически не сказывается на методах расчета висячих ферм, 

поскольку распорки или подвески принимают обычно абсолютно жесткими, 

то различие типов поясов предопределяет и различные методы статического 

расчета рассматриваемых конструкций [41]. Расчет висячих ферм с гибкими 

поясами достаточно полно представлен в работах [85, 88, 117]. Однако расчет 

ферм с одним или двумя поясами, выполненными из нитей конечной жест-

кости, еще не получил должного развития. 

Рассмотрим висячую ферму, пояса которой выполнены из нитей конеч-

ной жесткости и связаны между собой по длине посредством подвесок или 

распорок (рис. 4.11). При рассмотрении напряженно-деформированного со-

стояния такой системы примем, в дополнение к предпосылкам расчета нитей 

конечной жесткости, следующие допущения: 

 соединительные элементы являются абсолютно жесткими, что ис-

ключает взаимное смещение поясов фермы в горизонтальной плоскости; 

 связи между поясами расположены непрерывно по длине фермы, 

что позволяет использовать дифференциальную, а не дискретную форму за-

писи уравнений равновесия. 
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Рис. 4.11. К расчету двухпоясной висячей системы 

Геометрию висячей фермы определяет расстояние между ее поясами 

 h f x , например, при consth   имеем систему с параллельными поясами, 

в противном случае – с непараллельными поясами. Некоторая линия 

 y f x  является осью фермы, если для нее соблюдается условие 

1 1 2 2 0F h F h  ,    (4.101) 

где 1F  и 2F  – площади поперечных сечений соответственно нижнего и верх-

него поясов; 1h  и 2h  – расстояния от нейтральной оси до осей соответствую-

щих поясов. 

Расчетную схему висячей фермы примем в виде нити конечной жестко-

сти с приведенными характеристиками поперечного сечения. В общем случае 

приведенная изгибная жесткость фермы с непараллельными поясами будет 

величиной переменной 

2 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2( )EI x E I E Fh E I E F h    ,   (4.102) 

а приведенная жесткость на растяжение – величиной постоянной 

1 1 2 2EF E F E F  ,            (4.103) 

где 1 1E I  и 2 2E I  – жесткость на изгиб соответственно нижнего и верхнего по-

ясов фермы; 1E  и 2E  – модули упругости материала поясов. 

Применяя в дальнейшем к расчету висячей фермы, работающей с изги-

бом от начальной и дополнительной вертикальных нагрузок, изложенный 

ранее подход, получим для определения распора в системе дифференциаль-

ное уравнение 
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 (4.104) 
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В случае работы фермы без изгиба от начальной и с изгибом от допол-

нительной вертикальных нагрузок уравнение для определения распора имеет 

вид: 
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( ) [ ( ) ]
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EF EI x M M Hy m EI x y
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 
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 .        (4.105) 

Методика решения дифференциальных уравнений (4.104) и (4.105) ана-

логична приведенной ранее методике решения дифференциальных уравнений 

для нитей конечной жесткости. 

Прогибы и изгибающие моменты в расчетной нити определяются из 

выражений, получаемых на основе статических соотношений (4.3), (4.5) или 

(4.29), (4.31) в зависимости от условий работы нити. 

Перейдем к определению усилий в поясах фермы. Запишем выражения 

для распора и изгибающего момента, действующих в системе (рис. 4.12), 

в виде 

1 2H H H  . 

1 1 1 2 2 2z z zM M H h M H h    .                        (4.106) 

 

Рис. 4.12. Схема усилий, действующих в висячей системе 

В уравнение для zM  входят неизвестные изгибающие моменты, дей-

ствующие в поясах фермы. Для их определения воспользуемся условием сов-

местности деформаций для поясов в отдельности и фермы в целом 

1 2( ) ( ) ( )y x y x y x  .            (4.107) 

Пользуясь соотношением (4.2) с учетом условия (4.107) для висячей 

фермы, работающей с изгибом от начальной и дополнительной вертикальных 

нагрузок, получим: 
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 .   (4.108) 

Далее, подставляя выражения (4.108) в (4.106) и приводя подобные чле-

ны, получаем для определения распоров в поясах висячей фермы следующие 

зависимости: 
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 .     (4.109) 

Из анализа полученных соотношений видно, что применение нитей ко-

нечной жесткости в висячих фермах приводит к уменьшению распора в ниж-

нем и увеличению его в верхнем поясе. 

Аналогично можно получить расчетные зависимости и для висячей 

фермы, работающей без изгиба от начальной и с изгибом от дополнительной 

вертикальных нагрузок. При этом следует отметить, что напряженно-дефор-

мированное состояние висячих ферм с одним или двумя гибкими поясами 

также описывается уравнениями (4.108) и (4.109). Только в этом случае необ-

ходимо учесть, что изгибающий момент, определяемый по формулам (4.108), 

для соответствующего пояса равен нулю. В частном случае висячей фермы с 

двумя гибкими поясами из уравнений (4.109) получается известное решение, 

приведенное в работе [41]. 

При действии на висячую ферму горизонтальной нагрузки рассмотрим 

два основных случая граничных условий: 

 шарнирное опирание на опорах (при свободном повороте системы 

от вертикальной и горизонтальной нагрузок); 

 жесткое защемление на опорах. 

В первом случае граничных условий ферма при действии горизон-

тальной нагрузки повернется относительно вертикальной оси на угол   

(рис. 4.13, а), величину которого можно определить из соотношения 

1 2

tgη
p

q q



,                                            (4.110) 

при этом равнодействующая нагрузок по-прежнему будет действовать в 

плоскости провисания системы, которая, однако, уже не будет вертикальной. 

Ее величина определяется по формуле (рис. 4.13, б) 

2 2

1 2( )R q q p   .                                    (4.111) 



Глава 4 139 

 

 

В данном случае определение усилий в ферме производится аналогично 

случаю, когда на нее действует начальная и дополнительная вертикальные 

нагрузки. Только теперь за начальную надо взять сумму начальной и допол-

нительной вертикальных нагрузок 1 2q q , а за дополнительную – разность 

между равнодействующей и начальной нагрузками 1 2( )R q q  . 

 

  

Z Z 

Y Y 

P 

R 
q1 + q2 

 
а    б 

Рис. 4.13. К расчету системы на горизонтальную нагрузку 

при шарнирном закреплении ее концов: 

а – схема деформирования системы; б – схема нагрузок на систему 

Во втором случае граничных условий висячая ферма под действием го-

ризонтальной нагрузки искривляется в пространстве и задача резко усложня-

ется. Помимо изменения усилий в системе, меняется ее изгибная жесткость 

как в горизонтальной, так и в вертикальной плоскостях, являясь функцией 

угла отклонения системы от вертикальной плоскости. В этом случае для 

определения усилий в ферме приходится использовать либо метод последо-

вательных приближений [37, 171], либо какой-нибудь численный метод, 

например, метод конечных элементов [27, 139]. 

§ 4.9. Оценка предпосылок расчета и полученных решений. 

 Пределы применимости 

Как уже отмечалось выше, положенные в основу настоящей теории ис-

ходные положения можно условно разделить на три группы: 

 допущения, связанные с условиями работы рассматриваемых кон-

струкций (пологость нити, упругая работа материала, ограничение пределов 

отношения напряжений изгиба к напряжениям растяжения); 

 предпосылки, связанные с характером деформирования попереч-

ных сечений нити (гипотеза плоских сечений, одноосное напряженное сос-

тояние продольных волокон нити); 
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 допущения, отражающие характерные особенности работы нитей 

конечной жесткости (пропорциональная зависимость между прогибами и из-

гибающими моментами в нити конечной жесткости и аналогичной ей по всем 

параметрам балке). 

Первые две группы предпосылок являются общепринятыми и широко 

используются при построении различных теорий расчета балок, гибких нитей 

и нитей конечной жесткости. В связи с этим их область применения и вноси-

мая в результаты расчетов величина погрешности достаточно подробно ис-

следована многими авторами в большом количестве публикаций [23, 62, 84, 

103, 132, 162, 172]. В этих работах показано, что использование указанных 

допущений обеспечивает для параметров напряженно-деформированного 

состояния рассчитываемых конструкций весьма точные результаты. Поэтому 

в настоящей работе оценка погрешности данных предпосылок не произ-

водилась. 

Что касается третьей группы допущений, то следует отметить, что при-

менительно к висячим системам повышенной жесткости какие-либо исследо-

вания погрешности ранее практически не выполнялись. Между тем этот воп-

рос сам по себе представляет значительный интерес. 

Оценка погрешности допущения о пропорциональности прогибов и из-

гибающих моментов в нити конечной жесткости и аналогичной ей по всем 

параметрам балке была проведена путем сравнения с результатами, получен-

ными точным способом для различных случаев нагружения нитей конечной 

жесткости. В первую очередь были выбраны варианты действия равномерно 

распределенной нагрузки, приложенной по всему пролету, и сосредоточен-

ной силы, приложенной посредине пролета, т.е. самая благоприятная и самая 

неблагоприятная схемы нагружения. Кроме того, дополнительно были рас-

смотрены два других варианта нагружения, а именно: равномерно распреде-

ленной нагрузкой, приложенной на половине пролета и сосредоточенной 

нагрузкой, приложенной в четверти пролета. 

В работе [162] С.П. Тимошенко для разных нагрузок вывел соотноше-

ния, характеризующие отличие параметров напряженно-деформированного 

состояния растянуто-изгибаемого стержня от аналогичных параметров балки 

без осевой силы. Для середины пролета эти соотношения имеют вид: 

 при равномерно распределенной нагрузке, приложенной по всему 

пролету, 
2

1 б
4

1
1

ch 2
5

24

u
y u
y u

 
   ,           (4.112) 
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 при сосредоточенной нагрузке, приложенной посредине пролета, 

2 б
3

th

1

3

y u u

y u


   ,    (4.113) 

 при равномерно распределенной нагрузке, приложенной на поло-

вине пролета, 
2

3 б
4

1
1

ch 2
5

24

u
y u
y u

 
   ,    (4.114) 

 при сосредоточенной нагрузке, приложенной в четверти пролета, 

3

2 2

4 б 2 2

24
1 2

11 ( 1)

u
u

u

y e e

y u u e

 
    

 
  

,  (4.115) 

где 
2

l H
u

EI
 . 

В соответствии с предложенным подходом эти же зависимости для ко-

ординаты x = l/2 с учетом формул (4.1) и (4.2), в которые вместо бf  и бM  

подставляются их значения, после некоторых преобразований можно предс-

тавить так: 

 при равномерно распределенной нагрузке, приложенной по всему 

пролету, 

1 б
2

1

5
1

12

y

y u

  



,          (4.116) 

 при сосредоточенной нагрузке, приложенной посредине пролета, 

2 б
2

1

1
1

3

y

y u

  



,          (4.117) 

 при равномерно распределенной нагрузке, приложенной на поло-

вине пролета, 

3 б
2

1

5
1

12

y

y u

  



,    (4.118) 
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 при сосредоточенной нагрузке, приложенной в четверти пролета, 

4 б
2

1

11
1

24

y

y u

  



.    (4.119) 

Аналогично для координаты x = l/4 вместо формул (4.112) – (4.115) 

имеем: 

 при равномерно распределенной нагрузке, приложенной по всему 

пролету, 
3

2 2

5 б 2 2 2

16 8
3 1

19 1

u
u

u

y e e

y u u e

  
      

      

,                        (4.120) 

 при сосредоточенной нагрузке, приложенной посредине пролета, 

2

6 б 2 2

24 ( 1)
1 2

11 ( 1)

u
u

u

y e e

y u u e

 
    

 
  

,          (4.121) 

 при равномерно распределенной нагрузке, приложенной на поло-

вине пролета, 
3

3 2 2

7 б 2 2 2

96 2 2 1 2 3
1 1

31 1 1 1

u
u

u

u u u

y e e e

y u u e e e

   
                     

 ,    (4.122) 

 при сосредоточенной нагрузке, приложенной в четверти пролета, 

3

8 б 2 2 3

4 4(1 )
1

3 (1 )

u

u u u

y e

y u u e e e

 
    

   
.  (4.123) 

С использованием предложенного подхода зависимости (4.120) – (4.123) 

для координаты x = l/4 с учетом формул (4.1) и (4.2), в которые вместо бf  и 
бM  подставляются их значения, после некоторых преобразований предста-

вим так: 

 при равномерно распределенной нагрузке, приложенной по всему 

пролету, 

5 б
2

1

19
1

48

y

y u

  



,                                         (4.124) 
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 при сосредоточенной нагрузке, приложенной посредине пролета, 

6 б
2

1

11
1

24

y

y u

  



,    (4.125) 

 при равномерно распределенной нагрузке, приложенной на поло-

вине пролета, 

7 б
2

1

31
1

96

y

y u

  



,    (4.126) 

 при сосредоточенной нагрузке, приложенной в четверти пролета, 

8 б
2

1

1
1

4

y

y u

  



.    (4.127) 

С помощью представленных выше формул вычислены параметры 1 ; 

1 ; 2 ; 2  …  8 ; 8  для ряда значений u, которые приведены в табли-

цах 4.2 – 4.5. Кроме этого, в таблицах даны величины погрешности определе-

ния параметров напряженно-деформированного состояния нити 1 ; 2  … 

8 . Эти же решения иллюстрируются рисунками 4.14 и 4.15. 

Таблица 4.2 

u  1  1  %100
1

11
1 




  

2  2  %100
2

22
2 




  

0 1 1 0 1 1 0 

1 0,7107 0,7059 – 0,67 0,7152 0,7500 4,86 

2 0,3797 0,3750 – 1,25 0,3885 0,4286 10,32 

3 0,2133 0,2105 – 1,29 0,2228 0,2500 12,21 

4 0,1319 0,1304 – 1,14 0,1407 0,1579 12,22 

5 0,0884 0,0876 – 0,94 0,0960 0,1071 11,56 

6 0,0629 0,0625 – 0,75 0,0695 0,0769 10,64 

7 0,0469 0,0467 – 0,61 0,0525 0,0577 9,91 

8 0,0363 0,0362 – 0,48 0,0411 0,0447 9,02 

9 0,0289 0,0288 – 0,41 0,0329 0,0357 8,51 

10 0,0235 0,0234 – 0,33 0,0269 0,0291 8,12 
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Таблица 4.3 

u  3  3  %100
3

33
3 




  

4  4  %100
4

44
4 




  

0 1 1 0 1 1 0 

1 0,7107 0,7059 – 0,67 0,7082 0,6857 – 3,18 

2 0,3797 0,3750 – 1,25 0,3751 0,3529 – 5,92 

3 0,2133 0,2105 – 1,29 0,2082 0,1951 – 6,29 

4 0,1319 0,1304 – 1,14 0,1273 0,1200 – 5,73 

5 0,0884 0,0876 – 0,94 0,0844 0,0803 – 4,86 

6 0,0629 0,0625 – 0,75 0,0596 0,0571 – 4,19 

7 0,0469 0,0467 – 0,61 0,0441 0,0426 – 3,40 

8 0,0363 0,0362 – 0,48 0,0339 0,0330 – 2,65 

9 0,0289 0,0288 – 0,41 0,0269 0,0262 – 2,20 

10 0,0235 0,0234 – 0,33 0,0218 0,0214 – 1,83 

Таблица 4.4 

u  5  5  %100
5

55
5 




  

6  6  %100
6

66
6 




  

0 1 1 0 1 1 0 

1 0,7125 0,7164 0,55 0,7082 0,6857 – 3,18 

2 0,3832 0,3871 1,02 0,3751 0,3529 – 5,92 

3 0,2170 0,2192 1,01 0,2082 0,1951 – 6,29 

4 0,1352 0,1364 0,89 0,1273 0,1200 – 5,73 

5 0,0912 0,0918 0,66 0,0844 0,0803 – 4,86 

6 0,0652 0,0656 0,61 0,0596 0,0571 – 4,19 

7 0,0488 0,0490 0,41 0,0441 0,0426 – 3,40 

8 0,0379 0,0380 0,26 0,0339 0,0330 – 2,65 

9 0,0302 0,0302 0 0,0269 0,0262 – 2,10 

10 0,0246 0,0246 0 0,0218 0,0214 – 1,83 
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Таблица 4.5 

u  7  7  %100
7

77
7 




  

8  8  %100
8

88
8 




  

0 1 1 0 1 1 0 

1 0,7282 0,7559 3,80 0,7368 0,8000 8,58 

2 0,4096 0,4364 6,54 0,4248 0,5000 17,70 

3 0,2415 0,2560 6,00 0,2568 0,3077 19,82 

4 0,1549 0,1622 4,71 0,1682 0,2000 18,91 

5 0,1065 0,1102 3,47 0,1176 0,1379 17,26 

6 0,0772 0,0792 2,59 0,0865 0,1000 15,61 

7 0,0583 0,0594 1,89 0,0661 0,0755 14,22 

8 0,0455 0,0462 1,54 0,0521 0,0588 12,86 

9 0,0364 0,0368 1,10 0,0421 0,0471 11,88 

10 0,0297 0,0300 1,01 0,0347 0,0385 10,95 

 

 

Рис. 4.14. Зависимость между погрешностью исходных предпосылок и параметром u 

для координаты x = l/2 при различных видах нагрузки: 

Δφ1 – распределенная по всему пролету; Δφ2 – сосредоточенная посредине пролета; 

Δφ3 – распределенная на половине пролета; Δφ4 – сосредоточенная в четверти пролета 
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Как видно из представленных на рис. 4.14 графиков, кривые Δφ1, Δφ2, 

Δφ3 и Δφ4 с увеличением параметра u асимптотически стремятся к нулю. Из 

анализа полученных результатов также видно, что максимальная погреш-

ность при вычислении параметров напряженно-деформированного состояния 

нити конечной жесткости для x = l/2 с использованием формул (4.1) и (4.2) 

наблюдается, как этого и следовало ожидать, при действии сосредоточенной 

силы посредине пролета и составляет 12,22 % в сторону преувеличения. При-

чем отрезок, на котором погрешность превышает 10 %, представляет собой 

достаточно узкий интервал изменения параметра u – от 2 до 6,5. 

В случае приложения сосредоточенной нагрузки в четверти пролета по-

грешность для x = l/2 составляет только 6,29 % в сторону преуменьшения, а 

отрезок, на котором погрешность превышает 4 %, соответствует незначи-

тельному интервалу изменения параметра u – от 1,2 до 6. 

При действии же равномерно распределенной нагрузки по всему или 

половине пролета наибольшая возможная погрешность составляет 1,29 %. 

Следует иметь в виду, что ошибка при этом происходит в сторону преумень-

шения результатов. 

 

 

Рис.4.15. Зависимость между погрешностью исходных предпосылок и параметром u 

для координаты x = l/4 при различных видах нагрузки: 

Δφ5 – распределенная по всему пролету; Δφ6 – сосредоточенная посредине пролета; 

Δφ7 – распределенная на половине пролета; Δφ8 – сосредоточенная в четверти пролета 
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При рассмотрении графиков на рис. 4.15 видно, что представленные на 

нем кривые Δφ5, Δφ6, Δφ7 и Δφ8 с увеличением параметра u также асимптоти-

чески стремятся к нулю. Здесь наибольшая погрешность при определении 

параметров напряженно-деформированного состояния нити конечной жест-

кости для x = l/4 наблюдается при нагружении нити сосредоточенной нагруз-

кой в четверти пролета и достигает значения 19,82 % в сторону преувеличе-

ния. С возрастанием параметра u погрешность уменьшается до 10,95 % при 

u = 10. 

При других видах нагружений погрешность в четверти пролета значи-

тельно уменьшается. В частности, при нагружении нити сосредоточенной 

нагрузкой в середине пролета погрешность Δφ6 достигает максимального 

значения 6,29 % в сторону преуменьшения результатов. А при параметре 

u > 6, что соответствует реальным висячим системам [62, 63, 103, 199], по-

грешность становится даже меньше 4,19 %. 

Также следует отметить, что если в случаях нагружения нити равно-

мерно распределенными нагрузками по всему и половине пролета для x = l/2 

их погрешности идентичны, то для x = l/4 – они уже существенно отличают-

ся, а их максимальные значения составляют 1,02 % и 6,54 % соответственно. 

Кроме того заметим, что в обоих случаях ошибка происходит в сторону пре-

увеличения результатов. С увеличением же параметра u погрешности Δφ5 

и Δφ7 также уменьшаются и при u > 6 уже не превышают 0,61 % и 2,59 % 

для равномерно распределенной нагрузки по всему и половине пролета соот-

ветственно. 

В связи с тем, что в практических задачах по расчету висячих конструк-

ций схема нагружения нити представляет собой сочетание разнотипных 

нагрузок (как правило, три–пять распределенных и несколько относительно 

не очень больших сосредоточенных), то реальная величина погрешности в 

результате их взаимоналожения всегда будет намного меньше максимальной. 

Кроме того, у реальных висячих систем параметр u в большинстве случаев 

изменяется в пределах 6 ≤ u ≤ 14 [62, 63, 103, 199]. Таким образом, как это 

видно из таблиц 4.2 – 4.5, при указанных значениях u даже максимальная 

ошибка в определении параметров напряженно-деформированного состояния 

нити конечной жесткости весьма мала. Последнее свидетельствует не только 

о высокой степени точности исходных предпосылок (4.1) и (4.2), но и о точ-

ности полученного решения в целом. 

Отметим также следующее. В большинстве существующих методов 

расчета как гибких нитей, так и нитей конечной жесткости для определения 

величины распора применяется уравнение неразрывности деформаций, свя-

зывающее длины нити до и после приложения дополнительной нагрузки с 

упругим удлинением ее, вызванным этой нагрузкой [62, 104, 139]. При этом 

кроме принятых нами исходных предпосылок используют еще два допуще-

ния: вместо точных выражений длины и упругого удлинения нити принима-

ются приближенные значения, полученные разложением их в ряд Тейлора с 

удержанием только двух первых членов этого ряда. Вносимая этими допуще-
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ниями погрешность хотя и невелика, но, как показано в работах [62, 96, 206], 

составляет при действии равномерно распределенной нагрузки от 8,3 % при 

80 yl  до, например, 2,1 % при 160 yl  в сторону преувеличения. Поэто-

му общая погрешность еще несколько увеличивается. 

В предлагаемой теории эти два допущения не применяются, поскольку 

статическая неопределимость относительно распора раскрывается с помо-

щью принципа возможных перемещений. При этом, как уже отмечалось вы-

ше, принцип Лагранжа используется в своей строгой постановке, что приво-

дит задачу не к алгебраическим уравнениям, а к дифференциальным зависи-

мостям. Последние, в отличие от имеющихся решений, дают более точные 

результаты при определении параметров напряженно-деформированного со-

стояния нити конечной жесткости. 

§ 4.10. Расчет нитей конечной жесткости с помощью рядов Фурье 

При рассмотрении деформирования нитей конечной жесткости иногда 

очень удобно представить кривую провисания нити в виде ряда Фурье. Ис-

пользование такого подхода имеет то преимущество, что позволяет наклады-

вать минимальные ограничения на гладкость разрешающих функций и при-

водит к единому для всего пролета математическому выражению изогнутой 

оси нити. Последнее позволяет свести решение к простым расчетным зави-

симостям, весьма удобным для практического применения [25, 183]. 

4.10.1. Точное решение задачи. Случай нити конечной жесткости, 

работающей с изгибом от начальной нагрузки. Будем считать, что задана 

нить конечной жесткости с поперечным сечением F , моментом инерции I , 

модулем упругости E  и шарнирным закреплением на опорах. Пусть, кроме 

того, известно, что пролет нити l , начальная длина 0L , уравнение кривой 

провисания в исходном состоянии  xy0 , а нить работает с изгибом от 

начальной и дополнительной вертикальных нагрузок, являющихся произ-

вольными непрерывными или прерывными функциями координаты x . 

В соответствии с принципом возможных перемещений равновесное сос-

тояние нити конечной жесткости описывается уравнением (4.19), которое 

может быть также записано в виде 

Э 0W A     ,                                       (4.128) 

где Э  – вариация полной энергии нити, состоящая из двух слагаемых: W  – 

вариации потенциальной энергии упругой деформации при каком-либо воз-

можном перемещении нити конечной жесткости из положения равновесия и 

A  – виртуальной работы внешних сил на этом же перемещении. Здесь было 

учтено, что работа внутренних сил на возможном перемещении равна взятой 

со знаком минус вариации потенциальной энергии упругой деформации. 
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На основании [24, 163] для потенциальной энергии деформации нити 

имеем выражение: 
2
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  ,            (4.129) 

где 0H  и 0zM  – распор и изгибающий момент в нити, находящейся под дей-

ствием начальной нагрузки;  xy  – уравнение кривой провисания в деформи-

рованном состоянии; EF  и EI  – жесткость нити на растяжение и изгиб; 

0L l   . Первый и третий члены в правой части уравнения (4.129) пред-

ставляют собой приращение потенциальной энергии от усилий в начальном 

состоянии на соответствующих перемещениях, вызванных дополнительной 

нагрузкой, а второй и четвертый – увеличение потенциальной энергии нити 

при растяжении и изгибе. 

Работу внешних сил определим из соотношения 

 0

0

( ) ( ) ( )

l

A q x y x y x dx  ,   (4.130) 

где 1 2( ) ( ) ( )q x q x q x   – сумма начальной и дополнительной нагрузок. 

Решение поставленной вариационной задачи о минимуме функционала 

полной энергии нити конечной жесткости выполним так называемым пря-

мым методом [176]. Для этого представим функцию кривой провисания нити 

в исходном и деформированном состояниях в виде рядов Фурье по синусам 

0

0
1

( ) sinn
n

n x
y x a

l






 ;                                  (4.131) 

1

( ) sinn
n

n x
y x a

l






 .                                   (4.132) 

Такое представление отличается тем, что входящие в него функции не-

посредственно удовлетворяют граничным условиям задачи, т.е. при 0x  и 

lx   величины )(xy  и 22 )( dxxyd  обращаются в нуль и при надлежащем 

выборе коэффициентов ),1( iai  позволяют представить деформирован-

ную ось нити при любой нагрузке. После подстановки соотношений (4.131) и 

(4.132) в функционал полной энергии )](Э[ xy  последний преобразуется в 

функцию неизвестных коэффициентов разложения ),1( iai , слагаемые 

которого будут выглядеть следующим образом: 
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  ,                                     (4.134) 

где 
0

2 2
( )sin

l

n

n x
h q x dx

l l l


   – коэффициенты разложения внешней нагрузки в 

ряд Фурье по синусам. 

Заметим, что при выводе соотношения (4.133) вместо 0M  было принято 

его представление через вторую производную функции прогиба нити конеч-

ной жесткости в начальном состоянии. 

Поскольку в данном случае полная энергия нити оказывается зависящей 

от параметров прогиба na , то вариацию Э  можно при этом представить как 

сумму вариаций, соответствующих возможным изменениям параметров na , 

1

Э
Э n

n n

a
a


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  


 .      (4.135) 

Так как рассматриваемые нами деформированные состояния являются 

равновесными, то вариация Э  в соответствии с (4.128) должна быть равна 

нулю 

1

Э
0n

n n

a
a






 


 .    (4.136) 

Но вариации na  можно считать независимыми друг от друга, поэтому 

равенство (4.136) будет иметь место, если каждый из множителей при na  

будет равен нулю 

Э
0

na





,  1,2,3,...n  .                             (4.137) 

Другими словами, отыскание коэффициентов ia  производится из усло-

вий минимизации функции 
1

Э sini
i

i x
a

l





 
 
 
 , представленной в виде (4.128). 

Указанные условия выражаются соотношением (4.137) и представляют собой 

бесконечную систему нелинейных алгебраических уравнений вида 
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где 
2
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k
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EF EF
S k a

lL L





 
   – приращение распора в нити конечной жестко-

сти от дополнительной нагрузки; 2 2

кpP EI l   – эйлерова сила для балки с 

шарнирно опертыми концами. 

Введем следующие обозначения: 

2

кр

H
u

P
 , 
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l


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где 0H H S   – распор; r  – радиус инерции поперечного сечения нити. 

Учитывая при преобразовании выражения (4.138) введенные обозначе-

ния (4.139), получим уравнение для определения параметра u : 
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 .  (4.140) 

Перепишем уравнение (4.140) в несколько ином виде 
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.    (4.141) 

Здесь приняты следующие обозначения: 
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 ;    (4.142) 
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



 ,            (4.143) 

причем под функцией R , по аналогии с [62, 103], понимается характерная 

функция нагрузки. 

4.10.2. О характерной R-функции нагрузки. Здесь необходимо отме-

тить, что если функция внешней нагрузки ( )q x  не является непрерывной на 

всем пролете, то интегралы, определяющие коэффициенты разложения в вы-

ражении для R , вычисляются отдельно на каждом интервале, где функция 

нагрузки непрерывна, а результаты суммируются. Если нагрузка представле-

на в виде сосредоточенных сил, то интегралы заменяются суммами из произ-
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ведений этих сил на соответствующие значения тригонометрических функ-

ций. Значения R  при шарнирном и жестком закреплении концов нити на 

опорах и наиболее распространенных типах нагружения приведены в 

табл. 4.6 

Таблица 4.6 

Схема 

нагружения 
2

2
1

1
n

n

R h
n





  

Y

X

l

q

 

2 2 2

24

q l
 

P q

Y

X

a b

l

 

2 2 2 2 2 2 2 3

2
( 2 ) ( 3 )

24 12 24

q l qpa p a
l b l b

l l

  
     

P

X

b

l

a

Y  

2 2

22

P ab

l


 

 P q 

X 

Y 

a b 
l 

 

2 2 2 2 2 2

224 2 2

q l qPab P ab

l l

  
   

Y

X

q

l

 

2 2 2

24

q l
 

 

Y 
X 

p q 

a b 
l 

 

2 2 2 2 2 2 2 3

( 2 ) ,  
24 12 12 2

q l qpa p a l
l b a

l l

    
    

 
 

2 2 2 2 2

( 2 )
24 12

q l qPa
l b

l

 
    

2 2
3 2( 6 )  ,  

24 2

P l
l ab a

l

  
   

 
 

Y

XP

a b
l

 

2 2

,  
4 2

P a l
a

l

  
 

 
; 

2 2

,  
4 2

P b l
a

l

  
 

 
 

Y

X

P
q

a b
l

 

2 2 2 2 2 2

,  
24 2 4 2

q l qPab P a l
a

l l

    
   

 
 

2 2 2 2 2 2

,  
24 2 4 2

q l qPab P b l
a

l l

    
   

 
 



Глава 4 153 

 

 

Для решения уравнения (4.141) необходимо просуммировать входящие 

в него ряды. Для этого предварительно докажем следующее утверждение. 

4.10.3. Лемма о сумме ряда 






2

2 2
1

( ) n

n

h
G u

u n



.  Сумма ряда (4.142) 

однозначно определяется интегральным выражением вида 

0

( ) ( ) ( )
2

l
l

G u q x x dx  ,   (4.144) 

где функция )(x  является решением линейного дифференциального урав-

нения второго порядка 

2 2 2
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2 2 2
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d
u q

dx l l

  
      (4.145) 

с граничными условиями, соответствующими условию задачи. 

Для доказательства данного утверждения разложим функцию нагрузки 

в ряд Фурье по синусам 
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( ) sinn
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  .    (4.146) 

Подставляя выражение (4.146) в (4.144), будем иметь: 
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Интеграл, входящий в соотношение (4.147), после интегрирования по 

частям с учетом граничных условий для функции )(x  примет вид: 
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l n dx l

  
  

    (4.148) 

или, используя уравнение (4.145), получим: 
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откуда, в свою очередь, следует: 
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